KARMASIK SAYILAR (Ozet)

Sanal Sayilar
Birim sanal say1: | =+/—1
Sanal sayilar j-b bigimindeki sayilardir (b gergel).

Sanal Sayilarin Gerg¢el Say1 Dogrusuna Gore Konumu

Sanal sayilarin gercel say1 dogrusuna gore nerede
gosterilmesi gerektigini bulmak i¢in, geometrik yerini
acikca gorebildigimiz oyle bir biiyiikliik formiilii
tiretelim ki bu formiildeki parametreleri ayarlayarak bu
biiytikligi istersek gercel, istersek sanal yapabilelim.

Boylece formiildeki parametreleri ayarlayarak sanal
yapacagimiz biyiikliigiin uzayda gercel say1 dogrusuna
gore konumunu da gorebiliriz. Bu amaca uygun bir
formiil, elipsin odak koordinatlari formiiliidiir.

Bilindigi gibi, diizlemde “merkez” adi verilen bir
noktadan (M) sabit uzakliktaki noktalar kiimesinin
olusturdugu sekle “cember” denilir.

Cember: Her P
noktasinda r sabit.

Elips: Her P noktasinda
r, +r, sabit.

Benzer olarak, diizlemde “odak’ ad1 verilen iki noktadan
(F, ve F,) uzakliklar1 toplami sabit olan noktalar kiimesi
de “elips” olarak adlandirilur.

Simdi, odaklar1 gercel say1 dogrusu iizerinde orijine gore
simetrik F; ve F, koordinatlarinda bulunan ve bu
odaklar ile koordinat farklarinin kareleri toplaminin
karekokleri toplamu (r; + r,) sabit olan noktalar
kiimesinden olusan diizlemsel sekli diistinelim.

(Elips benzeri ama tam olarak elips degil; ¢iinkii
uzunluk negatif olmayan anlamda kullanildig1 i¢in
uzunluk yerine koordinat farklarinin kareleri
toplaminin karekokleri toplam: dedik.)



Seklin yatay ve diisey olarak orijinden en biiyiik uzakliklari sirasiyla a ve b (negatif olmayan gercel) olsun.

ki 6zel P noktasi kullanarak odak koordinatlarinin formiiliinii bulalim:
Biri en sagdaki nokta, digeri en tistteki nokta olsun.

Gergel
Gergel sayl
B . Sayl dogrusu
dogrusu >

(a—F)+(a+F)=2a=2JF*+b?

Bastan da amacladigimiz gibi,
a ve b degerleri uygun bir
bicimde segilirse bu
2 2 2 2
F1 — _\/a -b , F2 — +\/a -b koordinatlar sanal say1
olabilmektedir.

F=Fva’-b’




F, F,

sl
B

a > b i¢in bu bi¢cimde olan sekil,

Bu kurgu problemden
gorildigii gibi sanal sayilar,
gercel say1 dogrusuna dik
ve orijinden gecen bir dogru
lizerinde yer almaktadir.

a = b i¢in elipsin 6zel bir hali olan ¢ember
bicimini alir ve odaklar tist liste cakisarak
cemberin merkezi haline gelirler.

a < b oldugunda ise odak
koordinatlar1 sanal say1 olur. Bu
durumda seklin bi¢imi, soldaki
seklin 90° dondiirtilmiisi gibi
olmaktadir. O halde yeni seklin
odaklar1 da 90° dondiirtilmiis
olacaktir.

Gergel ve sanal say1 dogrularn tarafindan

Sanal say1
~_#dogrusu
i24
I+ Gercel sayi
dogrusu
I A I T T T
_J__
—j2+

belirlenen diizleme “karmasik diizlem” denir.



Karmasik Sayilar

a ve b gercel olmak tizere, c=a+jb

Bu gosterime, “karmasik sayimin Kartezyen gosterimi” denir.

Karmasik sayilar, karmagik diizlem iizerinde yatay koordinat1 sayinin gercel

kismi, diisey koordinati da sanal kism1 olan birer noktayla gosterilirler.

Karmasik sayilar ayrica, orijinden bu noktaya giden birer vektorle de
gosterilebilirler.

Bu noktanin orijine olan mesafesi r, gercel eksenin art1 kismiyla
sekilde gosterilen yonde yaptig1 agi da 0 1ile gosterilerek
“karmasik saymin kutupsal gosterimi” soyle tanimlanir:

cC=rZ0

Burada r ’ye “karmasik saymin modilii”, 0 ’ya ise “karmasik saymin agis1” denir.

Kutupsal gosterimden Kartezyen gosterime gegis:
a =1cosB b =1sinB

Kartezyen gosterimden kutupsal gosterime gegis.

r =+ a?+ b2

Fakat aciy1 bulurken dikkatli olmalidir:

bi¢ciminde yazilabilen her ¢ sayisi karmasik sayidir.

Re{c}=a

Sanal say1
dogrusu

Im{c}=D

c=a+ jb

Gergel say1
dogrusu
>

([ tan~'(b/a)
tan"Y(b/a) ¥
/2
—1t/2

| belirsiz(6nemsiz)

a > 0ise
a < 0ise
a=0veb > 0ise
a=0veb <O0ise
a=>b=0ise



Ornekler:

1+ j 1+ j

Gergel

Bazi karmasik sayilar

Limit dnemliyse:

Limit 6nemli degilse:

1=1/0°
~1=1,180° =1/n
j=1,90° =1/(n/2)

—j=1/-90" =1/(~-n/2)

j4=4,9"

— j5=52£-90°

1+ j=~/2 Z(Arctan(1) ) =~2 £45° =2 £(n/4)
1- j=~/2 Z(Arctan(-1)) = /2 £(-45°)
~1+j=4/2 L(Arctan(-l) +18o°)= J2 £135°
~1- j =2 Z|Arctan(1) +180° )= /2 £225°

lim x+ j\@x =0 ZArctany/3 = 0.£60°

Xx—0

0=0+ jO=0 L(belirsiz) =0 £30° =0 £90°



Euler Formiili

Mutlak degeri 1, agis1 (0) degisken olan bir karmasik sayiy1
y(0) =126 =cos0O + jsin©

bigiminde bir fonksiyon olarak diistinelim.

% =—sin0 + jcosO = jy(0)

oldugunu diisiinerek yeniden y(0)’y1 ¢6zmeye ¢alisalim.

dy(6) _ ido
y(0)

Her iki tarafin belirsiz integralini alirsak k integral sabiti
ve K = e® olmak iizere

Iny(6) = jO+k - y(@)=e!’ e =Ke
bulunur. Kutupsaldan kartezyene doniisiimden faydalanarak
y(0) =cos0=1= Kel® =K

bulunur.

Bunu da kutupsaldan kartezyene doniisiimle birlikte kullanirsak:

el® = cos0 + jsin 0
+ir _
Ozel durum 1) 0 = Fm icin: € =-1
Bu esitlik, veya el”4+1=0 bicimiyle

bulundugu 18. asirda matematikgiler tarafindan
“asrin denklemi” kabul edilmistir.

Glintimiizde bile matematikgilerin ¢ogu tarafindan, matematik

tarihinin gelmis gecmis en zarz'f denklemi kabul edilmektedir.

Buradaki zarafet,

matematikteki en onemli sayilardan dordiinii veya besini,
cok onemli ve sade bir esitlikte bir araya getirmesidir.

Her ne kadar Euler’in adiyla meshur olsa da aslinda Euler
daha 7 yasindayken Roger Cotes 1714’°te bulup yayinlamustur.

ej2k72' :1

Ozel durum 2) 0 = 2km icin:
(k tamsay1)




Karmasik sayilarin iistel gosterimi

C=rZ0 gibi bir karmagik say1  c=re 19 yazilabilir ki buna karmasik sayinin “ustel gosterimi” denir.

Buna gore ¢ karmasik sayisy, re’’ =rZ0=(rcos®) + j(rsin 0) bi¢imlerinde yazilabilir.

Kutupsal gosterimdeki r ve 0, listel gosterimdeki r ve 0 ile tamamen aynidir. Bu yiizden karmasik sayilarin iistel gosterimle
yapilan 1slemlerinde, kutupsal gosterim kullanilmasindakiyle ayni yollar izlenir.

Karmasik sayilarla islemler

Tloplama ve Cikartma Carpma

‘Sanal

Kartezyen gosterimle kolay yapilir. c,-C,=(a+jb)(a,+ jb,)
C,+C, =(a +Jb)+ _(az +1b;) GO0 AD) g€ ) = (@@, —bb; )+ (@b, +ab)

=(a, Fa,)+ j(b, ¥b,) 2 e
Kutupsal veya tstel gosterimle daha kolaydir:

Gercel

> c,-C,=(r£6)-(r,£0,) = (rlejel szej%)
= (1, 1,) Z(6, +6,) = (1, o)

Yandaki gibi vektorel toplama
seklinde de diistiniilebilir.

lekatl 7'1491 ¢ TZLGZ * ( i :_' )0 + ’\' Sanal
c=a+ jb
Eslenik
. . ' rercel
C=a-+ jb =r/0=re!’ gibi bir karmasik sayinin eslenigi = = Karmagik saymin

gercel say1 dogrusuna
gore simetrigidir.

¢ =a—jb=rZ(-0)=re’"’ diye tammlanr. ¢ =a-jb



Mutlak Deger

c=a+jb=rz6=re’ gibi bir karmagik bir saymin mutlak degeri: |¢|=|r|=va®+b* = NS
Karmasik sayinin modiilii ile mutlak degeri arasinda kiiciik bir fark vardir.
Mutlak deger hic eksi deger alamazken, modiil eksi de olabilir. Zira  F£0 = (—r)£(0+m)

Bolme

Kartezyen gosterimle islem biraz karisiktir. Pay1 ve paydayi, paydanin eslenigiyle ¢arparak yapilan islem basitlestirilebilir:

& _ Clcz _ Clcz _ (a1 + Jbl)(az B Jbz) C,  aa, _|_b1b2 ) a2b1 _albz
2 GG of &b c,  ai+bl ) al+b;
Bo6lmede de kutu U Osteri : C,_n4o _|[f c, rel i(6,—
psal veya tistel gosterim daha kullamighdir: 22— 1—71 _| 1| /(9 -0,) 1 _ 1 _ (r /r )e1(91 %)
c, nZo6, \r, c _rejez_ 1/ 72
2 2
Kuvvet Alma

Kuvvet (iis) alma islemi i¢in de kutupsal veya iistel gosterim kullaniglidir.
Genel olarak c=rz@=re! gibi bir karmasik saymm p. kuvveti, c” =rPe®’ =r?/(ph)

p’nin tamsay1 oldugu durumlarda bu tek cevaptir.

Ama sifir olmayan n gibi bir tamsayi1 icin p = 1/nise bu, x™ = ¢ gibi bir denklemin ¢6ziimii oldugu icin
n adet cevap vardir. r ’nin mutlak deger alinmasi tercihiyle bulalim.



x"=c=c-1=c-el?kT = yreJ(0+2kT) -k tamsay1. Yani agiy1 2n’nin katlar1 kadar farkli almak karmasik sayty1 degistirmez.

(O+2kT 0 + 2k
K numarali cevap: Xj = (cl/")k = rl/n e]( n ) = rl/n L(—) ; k=1,..,n  Farkli bir k tamsayis1 yine

— —— n . AR
+ gercel + gercel bu degerlerden birini verir.

deger deger
Ornek: Ornek:
x=j¥% =2 ] ] y=(-8)¥% =2
_ J— J(=+2kn)
Cozim: j=e 2=ge 2 _g_gell80 _ g, i(180 +k:360°)
v = (#2), =6/ Zghr giit _ (_qy¥ei yi = (-8)Y? = §Y3gI0 435 _ 080 kiz0)
1 y 1 Vi = 28/ =2

_ jr/4 _ : — jr/4 - i . 0 _iame i

X =—e’ —_ﬁ(l‘l' J) X, =€ \/E(:H_ J) Y, — 213000 _ 5a—1J60 :1_1\@

y, =2el*% =2e1% —14 j/3

_ N o k1200
k=1,2,3 icin x, =e’

O:———j— X3:ej360° :ej0° :1



Trigonometrik ve Hiperbolik Fonksiyon Iliskileri

Euler formiiliinii +0 ve —0 i¢in ayr1 ayr1 yazalim: e 19 _ COoS @ + J sin @

e 1’ =cos@ - jsind

Bunlarin toplami 2 cos 8 oldugundan: Usttekinden alttakini ¢ikarinca j2sin 8 oldugundan:
IO 4 o—J0 | e
cosf = 5 = cosh( j6) sin@ = 2 = —j sinh(j6)

Moivre Formiilii

(e 19 )p =€ J(p0) oldugu i¢in Euler denkleminin sag tarafinin p. kuvvetini, Euler denkleminde ac1 yerine p6
yazarak bulacagimiz ifadeye esitleyebiliriz:

(cos® + jsin0)P = cos(pb) + jsin(po)

Molivre formiilii yardimiyla, 6zellikle p bir tamsay1 olmak tlizere cosp8 ve sinpf degerleri, cos@ ve sinf
cinsinden kolayca ifade edilebilir. Mesela p = 2 igin:

c0s20 + jsin 20 = (cosO + jsin0)? C0s20 =cos” 0 —sin’ 0
= (cos” 0 —sin’ 0 )+ j2sin 6 cos6 sin 20 = 2sin 6 cos 0



