DOGRUSAL ZAMANLA DEGISMEZ SISTEMLERDE

DIFERANSIYEL DENKLEMLER

a, # 0 olmak tizere, girig(x) — ¢ikis(y) iliskisi
ay y MO +a, vy O+ . +a ) +ay@)=b,x" @) +b, xM V(@O + ... +bX()+b,x(t)

gibi N. mertebeden dogrusal bir diferansiyel denklemle veriliyorsa sistem V. mertebeden dogrusal bir
sistemdir. Eger a,, a,, ... , ay; by, b, ... , b, katsayillariin hepsi zamana gore sabitse, yani

denklem sabit katsayiliysa sistem N. mertebeden dogrusal zamanla degismez (DZD) bir sistemdir. Bu
katsayilarin birisi bile sadelestirilemez bir sekilde zamana bagliysa dogrusal zamanla degisen bir
sistemdir. Ancak her dogrusal veya her DZD sistem boyle ifade edilemeyebilir.

Giristeki yiiksek frekans giiriiltiistiniin ¢ikisa artan bir oranda etki etmemesi i¢in M < N olmasi tercih
edilir. Hatta M ne kadar kiiclikse ¢ikistaki yliksek frekans giiriiltiisii oransal olarak o kadar kiigiik
olur.

Verilen bir giris sinyaline karsilik ¢ikis sinyalinin bulunabilmesi i¢in N adet sarta ihtiya¢ vardir.
Genellikle bu sartlar ¢, gibi bir baslangi¢ anindaki y(¢,), y(t,). ..., ¥V " (t,) degerleri ile verilir, ki
bunlara “baslangi¢ sartlar1”, boyle problemlere de “baslangi¢ deger problemi” denir.

Coziim Adimlar:
Denklemin sag tarafini

F@O =b,x" @) +b, xM V(@) + ... +bX(t)+byx(t)
tanimlayarak ¢6ziim adimlarini 6nce 6zetle, sonra bazilarini ayrintilariyla verelim:

1) f(t) yerine sifir, y yerine y, yazilarak homojen ¢6ziim(y,) bulunur. Bu ¢oziim heniiz
belirlenmemis N adet sabite bagli olarak yazilir.

2) Denklemdeki f(#) dikkate alinarak, hi¢cbir homojen ¢6ziim bileseni igermeyen 6zel ¢ozim(y, )
bulunur. Bu ¢6ziimdeki biitiin sabitler bu asamada belirlenir.

3) y)=y,(t)+y,(t) biciminde toplam ¢6ziim yazilir. Buradaki N adet sabit, baslangi¢ sartlari
kullanilarak belirlenir.

Eger f(¢) parcali tanimliysa, her tanim araligr i¢in: 1. adimda y,, sabitler i¢in farkli semboller

kullanilarak ayni bigimli olarak yazilir. 2. adimda f(¢#) 'nin yalnizca degisen bilesenlerine karsilik
gelen 6zel ¢6ziim bilesenleri yeniden bulunur. Degismeyen bilesenlere karsilik gelen 6zel ¢6ziim
bilesenleri ayni kalir. 3. adimin da tekrarlanmasi gerekir; ancak her aralik igin ayr1 ayr1 baslangi¢
sartlar1 verilmez. Verilen sartlar sadece gecerli oldugu zaman araliginda kullanilarak bulunan
¢coziimden, komsu araligin baslangi¢ (veya son) degerlerine gecis yapilir ve bunlar o aralikta kullanilir.

f(t) gecis aninda etkiyen bir darbe igermiyorsa gecis aminda y(¢), ..., y“™"(¢) sigrama yapmaz.



1. Homojen ¢6ziim

aNy;,N)(r)"'aN—lyéN_l)(r)"‘ e tay,()+ayy,()=0

homojen denkleminin ¢6zliimiiniin, e bi¢iminde bileseni oldugunu varsayarak bu ¢oziimii homojen
denklemde yerine yazalim. Bu bilesenin her tiirevini alista bir 4 ¢arpani gelecegi i¢in:

ay et +a, e+ . +aret +aet =0

e sadelestirilirse:

a, A +a, A"+ ... +adl+a, =0

Bu denkleme, diferansiyel denklemin ya da sistemin karakteristik denklemi denir. 4,, 4,, ... , 4,

koklerinin her birine ise diferansiyel denklemin ya da sistemin 6zdegeri (eigenvalue), ya da
karakteristik kokii denir. Her bir 6zdeger i¢in bir homojen ¢6ziim bileseni bulunmasi miimkiin oldugu
icin homojen ¢6ziimiin genel ifadesi, gakisik 6zdeger yoksa (tiim 6zdegerler birbirinden farkliysa)
sOyle olur:

A A
yO=Ae" +. .+ 4,e™

Eger cakisik 6zdeger varsa, meseld A,, m-kath bir 6zdeger (4, =4, =...=4,,,_,) ise bunlara

karsilik gelen homojen ¢6ziim kismi

Ayt Ayt A

t Agt
e vAa et . x4,, 1" e =(Ak+Ak+1t+...+A e

k+m—1

olur. Istenirse bu bilesenlerdeki ¢ ’lerin hepsinin yerine mesela (1 —2) gibi kaymali bir ifade de
yazilabilir; bu sadece katsayilarin farkli olmasini gerektirir, ki hentiz belirlenmemis katsayilarin buna

gore belirlenmesi sorun teskil etmez. Boyle kaymali ifadeler bazen hesap ve yorum kolaylii
saglayabilir.

Ornek: YOO +14y D)+ 72y (1) +160y'7 (1) +1283, (1) =0 homojen denkleminin ¢6ziim
ifadesini bulunuz.

Coziim:  A° +142 +722' +1604° +1282> =0 karakteristik denkleminden ozdegerler A, =4, =0,
A, =-2, A, = A, = A, =—4 bulunur. Buna gore

y, (=4 + 41’ + A e v A7 + Ae™ + 4%V
= (A4 + At)+ e +(d, + A+ A1 )e ™ O

Not:
Eger A,,,, =0 % jo gibi eslenik ciftler halinde karmagik 6zdegerler varsa, bunlara karsilik gelen

homojen ¢6ziim bilesenleri, cakisik 6zdeger degilseler
Be” sinwr + Ce” cosor

bi¢ciminde de yazilabilir. Ayrica bu 6zdegerlerin ¢akismasi da varsa yine bunun da ¢ ’nin uygun
kuvvetleriyle ¢arpilmis bigimleri de gelir.



Ornek:  y\V () +33,()+ 79, () +5y,(t) =0 homojen denkleminin ¢6ziim ifadesini bulunuz.

Coziim: A 432 +74+5=0 Kkarakteristik denkleminden &zdegerler A, =-1, 4,,=-1F ;2

bulunur. Cakigik kok olmadigr i¢in: y, (¢) = Ale_t + A2e_t cos2t + A3e_t sin 2t olur.
Ornek:  y\(t)+183,(t) +81y,(t) = 0 homojen denkleminin ¢6ziim ifadesini bulunuz.

Coziim: A +184° +81=0 karakteristik denkleminden 6zdegerler A, =4, = j3, A, =4, =—j3
bulunur. Eslenik koklerin her biri 2 katli oldugu i¢in:

v, () = A, cos3t + A, sin3t + Ayt cos3t + A,tsin 3t = (a, + a,t)(b, cos3t + b, sin 3t)

olur. Bu iki bigimden istenen kullanilabilir. o

2. Ozel ¢oziim
Diferansiyel denklemin sag tarafi f(¢) bilesenlerine ayrilir. Her bilesen icin ayr1 ayr1 6zel ¢oziim

bilesenleri bulunur ve hepsinin toplami 6zel ¢oziim olur. Ozel ¢6ziim, homojen ¢6ziim tarafindan
kapsanan herhangi bir bilesen igermemelidir.

rleplt gibi bir bilesen i¢in 6zel ¢oziim bileseni:
. lt
Py €{A,.... Ay} ise ym(t)=clep

A
p, =4, gibi m-kath bir 6zdegere esitse (bu 6zdeger cakisik degilse m =1°dir) y, (t) =c,t"e o olur.

f(¢) igindeki sabit terimler i¢in p, = 0 oldugu unutulmamalidir.

Ozel ¢6ziim bilesenlerinin katsayilari, baglangig sartlart kullanilmadan belirlenmelidir. Bunun igin, c,

katsay1si, diferansiyel denklemde y yerine y,, ve f(¢) yerine yalnizca ilgili bileseni rleplt yazilarak
bulunur. Bu yol,

"

P &{A,.... Ay} 1se ¢ = < T
ayp, +ay,p, + ... +a,p +a,

bi¢iminde karakteristik denklemde A yerine p, kullanilan kisa bir hale gelir. p, ’in bir 6zdegere esit
olmasi durumunda bu kisa yol gegersizdir.

Tiim bilesenler i¢in 6zel ¢oziim bilesenleri bulunduktan sonra bunlarin toplami alinarak 6zel ¢6ziim
bulunur:

yd(t) =yi)'l(t)+yd2(t)+"'

Ozel ¢oziim bilesenlerinde de istenirse ¢ yerine mesela (—35) gibi kaymali bir ifade de yazilabilir; bu

sadece katsayilarin farkli olmasini gerektirir, ki heniiz belirlenmemis katsayilarin buna gore
belirlenmesi sorun teskil etmez. Boyle kaymali ifadeler bazen hesap ve yorum kolaylig1 saglayabilir.



Ornek: (1) +59(t)+6y(t) = x(t) sisteminin ¢ikism, x(f) = 4e 'u(t) girisi ve »(0)=0, y(0)=0
baslangig sartlari i¢in bulunuz.

Coziim: A’ +514+6=0 > A, =-2, 4, =-3. t<0 igin x(t) =0 oldugundan,

<0 = y@)=y,0)= Ale_Zt + A28_3t . Denklemin sag tarafinda darbe olmadigi icin
(07 )= p(0)=0= 4, + 4,. Tiirev ise j(1) =—-24,e™> —34,e™" oldugundan,
y(07)=p(0)=0=-24,-34, > Buradan 4, =4, =0 yani y(*)=0 bulunur.

¢t 2 0 i¢in homojen ¢6ziim farkli katsayilarla ayni bi¢imli olur: y, (¢) = Ble_2’ + Bze_3’ .
t>0 icin f(t)=x(t)=4e” ve -1g{-2,-3} oldugundan y,(r)=ce™. Burada

4
C =
-D*+5-(-D)+6

=2 bulunur. Dolaysiyla y,(t) =2e~" ve

y(t)=Be ™ +Be> +2e7" |
y(0)=0=B, +B, +2. Tiirevise j(t)=—-2B,e* —3B,e™>" —2e™" oldugundan,
9(0)=0=-2B,-3B,-2 > B, =—-4, B, =2.

Sonugta tiim zamanlarin ¢6ziimii:

0 t<0 ise
) = adakisaca y(f)=(—4e™? +2¢7 +2e7 u(r) .
o {— e 1273 y2e™ 120 ise Y (o ( ) ®

Not:
Eger t <t, icin f(t)=0 ise yani f(¢)= ( . ) u(t —t,) biciminde yazilabiliyor ve t=t,’daki y(¢,),
9(ty)s ... » yY¥V(t,)) baslangig degerlerinin hepsi sifir ise ¢ <f, i¢in y(f) =0 olacag: zaten bellidir.

Bu yiizden boyle bir durumda yalmz ¢ >¢, i¢in u(t—¢,) =1 koyarak bulunan ¢oziimi u(t—¢,) ile
carparak tiim zamanlarin ¢dziimii elde edilir.

Ornek: (1) + y(t) = x(t) sisteminin ¢ikisini(y), x(¢) =4e " Du(t —2)+5u(t —2) girisi ve y(2)=0,
¥(2) = 0 baslangig sartlari i¢in bulunuz.

Coziim: A +1=0 > A, =Fj. (22 i¢in homojen ¢dziim: y,(¢) = Acos(f —2) + Bsin(t -2).

t 22 i¢in denklemin sag tarafi x(¢r) = 4e7072) 45 olup iistel bilesenlerin iis katsayilarindan hem
-1¢{4,,4,} hemde 0¢ {4, 4,} oldugu i¢in 6zel ¢oziim bilesenleri:

o—(-2) 4

4”72 olu ¢, =———=2
Poa (-D% +1

igin V() =¢



2 = ¢, olup ¢, = 025 " =5 bulunur. Yani y,(¢) = 2¢772 15
+

5=5e""2 i¢in Vi =6,
t>2 icin toplam ¢oziim: y(t) = Acos(t —2)+ Bsin(t —2) + 2¢7 (7 15, Baslangic degerleri ile:
y2)=4+2+5=0
y2)=B-2=0 > A4=-7, B=2.
Son nottaki sartlardan saglandigi i¢in tlim zamanlar i¢in ¢dziim:
- : —(t=2)
(1) = (-7 cos(t = 2) + 2sin( —2) + 2 +5)u(r -2) .

Goriildigi gibi bazen ¢6ziimii (f —2)’ye gore yazmak, hem katsayilarin kolay bulunmasini, hem de
sonucun daha iyi yorumlanmasini saglamaktadir.

Ornek: (1) +339(t) +2y(f) =3x(¢) sisteminin ¢tkisiny,  x(¢) = 2u(r) —e >Du(t -3) girisi ve
v(0) =0, y(0) =1 baslangi¢ sartlar1 i¢cin bulunuz.

Coziim: 2 +32+2=0 > A =-1, 4, =-2. t<0 i¢in x(t) =0 oldugundan,

<0 = yO)=y,t)=4e" + Aze_Zt. Denklemin sag tarafinda darbe olmadigi igin
(0 )=p(0)=0= 4, + 4, . Tirevise y(1)=—-A,e”" —24,e™" oldugundan,
y(07)=y(0)=1=-4,-24, -> Buradan 4, =1, 4, =—-1 bulunur.
Yani t<0 = y@)=e'—e .

0<t<3 = y,()=Be "+ 328_2’ . Sag taraftaise f(f)=3x2=6= 6e"! bulundugu i¢in

Va)=c, (cuinkt 0¢{4,4,}) 2> », =0, y, =0. Bunlar diferansiyel denklemde
yalniz ilgili bilesen i¢in yerine konursa:

043x042¢,=6 > ¢ =3=y,() . Toplam ¢oziim ise y(1)=Be™ +Be™ +3 .

' _2B,e™" . Baslangi¢ sartlarindan:

Tirevi ise y(f) =—-B,e”
y0)=0=B+B,+3
y0)=1=-B,-2B, > B,=-5,B,=2.

t23 = y @)= Kle_(t_3) + Kze_z(t_3) . Sag taraftaki 6 terimi degismedigi i¢in y,, =3 de aynidur.

—3e7273) icin ise p, = -2 = 4, tek kath 6zdegerine esit oldugu i¢in 6zel ¢oziim bileseni:
v, =c,(t -3)e > olur. Tirevleri ise: J,,(t) =c,e 2™ —2¢,(1=3)e2  ve

$, (1) =—4c,e 20 4
bulmamiza yaradigi i¢in, son tiirevde ve diferansiyel denklemde yerine yazarken (¢ —3)

. Sadece (r—3) carpami igermeyen kisimlar ¢, katsayisini
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carpani iceren kisimlart “...” diyerek gegistirebiliyoruz. Bunlar1 diferansiyel denklemde
sadece ilgili bilesen i¢in yerine yazarsak:

5o, (0)+39,, (1) +23,,() = (—4¢, +3¢,)e > 4. =3¢ Buradan ¢, =3

> yp0=3-3e7 > Y=y, +y, O+, (), yani:
() =K,e " + K,e ™ 13431 -3)e2  bulunur.

K, ve K, sabitlerini bulmak i¢in bu zaman bdlgesinde iki sarta ihtiyag vardir. Diferansiyel

denklemin sag tarafinda gecis (# =3) aninda etkiyen bir darbe olmadig: i¢in bir 6nceki
zaman araligl ¢6zimiiniin son degerlerini bu bolgenin baslangi¢ sartlar1 olarak
kullanabiliriz:

y(3)=y(3)=-5e> +2e+3=K, + K, +3

y3)=y(B)=5e —4e =—K, -2K,+3 > K, =243 ve K, =-5¢7-3.
Genel ¢6ztimii yazarsak:

el e 1<0

y(t)=4—5e~ +2¢7¥ +3 0<t<3
(=3-5e73)e ™ 1 (34+2e70)e 2 43431 -3)e 2P >3

Not:
f () trigonometrik veya tstel ¢arpanli trigonometrik bir bilesen iceriyorsa bunun {istel sinyaller
bi¢imindeki ifadesinin iis katsayilart p,, =a ¥ jB gibi eslenik ciftlere karsilik gelir. Dolayisiyla

f(t) igindeki re” cospt+r,e®sin Bt Dbilesenine karsilik, bu ikisinden yalmz birisi olsa bile,
aFjpe{,...., Ay} ise 6zel ¢dziim bileseni olarak

c,e™ cos fit +c,e™ sin ft

yazilir. Eger o F jf, m-kath bir 6zdeger ciftine esitse, yukaridaki ifadenin ¢" ile ¢arpilmigi yazilir.
a =0 ig¢in bu, zorlanmuis rezonans oldugu anlamina gelir.

Ornek: y(t)+3y(t) = x(t) sisteminin ¢ikisini, x(1) =6+ 473 cos2t girisi ve y(0) =2 baslangi¢ sarti
icin hesaplayiniz.

Coziim: A+3=0 > A=-3 > y, ()=4de™".

6 bileseni i¢in, 0 # A oldugundan, y,, =¢, 2 ¢, = 0—63 =2=y,(0).
+

47" cos2t igin, —3Fj2# 4 oldugundan, Vyr = 028_3’ cos2t+c,e

diferansiyel denklem

“3lsin2r. Bu bilesen igin



P, (1) +33,,(1) = (=3¢, + 2¢, +3¢,)e ™ cos2t + (= 2¢, =3¢, + 3¢, ) sin 2t = 4e™ cos 2t
kullanilarak ~ 2¢; =4 ve -2¢,=0 > ¢,=0, ¢;=2  bulunur.
Genel ¢oziim: y(f) = Ade™> +2+2e ¥ sin2r.

y(0)=2=A4+2 > A=0 > y@)=2+2esin2s.

Ornek (Zorlanmuis rezonans):

V() +4y(t) =5x(t) sisteminin ¢ikisini, x(¢) =u(t)sin2¢ girisi ve p(0)=0, 3(0)=0 baslangi¢
sartlar1 i¢in hesaplayiniz.

Coziim: 2> +4=0 > 4, =F2.
t20 igin y,(t) = Acos2t + Bsin2t .
Sagdaki 5sin2z igin, ¥ j2 = 4, , tek katli eslenik 6zdeger ¢iftine esit oldugundan

y,(t) =cjtcos2t +c,tsin2t Ozel ¢oziimu yazilir. Bu ve 2. tiirevi diferansiyel denklemde
yazilir:

V;(t) = ¢, cos2t—2c tsin2f +c, sin 2t + 2c¢,f cos 2t
P,(6) = (2¢, +2¢, )cos 2t + (= 2¢, = 2¢, )sin 2t +1 -(....)
P, () +4y,(t) =4c, cos2t —de, sin 2 +1-(...) = Ssin 2t

(Son tiirevde ve 6zel ¢oziimiin yerine yazildigi diferansiyel denklemde ¢ c¢arpanli kismin
katsay1 bulunmasina faydasi olmadigi i¢in ... diyerek gecilmistir.)

4c, =0 ve —4¢, =5 > ¢, =-5/4 ve ¢, =0 bulunur. Toplam ¢dziim ise:
. 5
y(t) = Acos2t + Bsin 2t — 2 t cos 2t . Baslangig sartlarindan:
y0)=0=4
5

)7(0)=0=ZB—Z 2> A4=0, Bz% bulunur.

Sag taraf u(z) ile carpilmis ve y(0) =0, y(0) =0 oldugu i¢in tiim zamanlar i¢in:

y(t) = (% sin 2t — %rcos 21‘) u(t)

bulunur.



Buradaki ¢ carpanli bilesen, salinim genliginin gittikge artmasina neden olarak pratikte sistemin
modelinin gegerli oldugu sinirlart zorlayarak bozulmaya neden olur. Koprii ve cam egyalarda yikima
neden oldugu s6ylenen rezonans, normal rezonans degil, bu 6rnekteki gibi zorlanmis rezonanstir.
Salincak, sarka¢ gibi aslinda dogrusal olmayip, kiigiik salinim sinirlarinda yaklasik dogrusal olan
sistemlerde de salimim genliginin bir yere kadar kolayca artirilabilmesi ig¢in sallama kuvvetinin,
sistemin dogal salimim frekansinda olmasi gerekir. Mesela salincagi bir taraftan itekledikten dogal
saliim periyodu kadar sonra salincak ayni tarafa gelecek, o anda tekrar iteklenince salinim genligi
kolayca artacaktir. Iki taraftan iteklenen salincakta da bir taraftan uygulanan kuvvet art1, diger taraftan
uygulanan kuvvet eksi oldugu icin kuvvetin periyodu yine aynidir. Ancak sistemi dogrusal
varsaylilabilecek sinirlarin disina ¢ikartan salinim genliklerine ulaginca bu genlik sinirlt hale gelecektir.
Salincagi, dogal salimim frekansindan baska bir frekansta kuvvetle sallamak denenirse, genlik artiginin
ne kadar zor oldugu goriiliir.

Diferansiyel Denklemin Sag Tarafinda Darbe Varsa C6ziim

ayy VO +a YOO+ L a0+ a ) = £0) = g0+ —1,)

bi¢giminde olsun. Burada a, #0 ve g(f), ¢, aninda etkiyen bir darbe icermeyen sonlu bir fonksiyon

olsun. »’nin ise sabit ya da 7’ye bagli olmasi hi¢ fark etmez; clinkii 7’ye bagli olsa da yalnizca
t, ’daki degeri kullanilir.

Boyle bir durumda ¢ <, ve t>t, bolgeleri icin ayr1 ayr1 ¢oztim yapilir ve tabii bu bolgelerde
o(t—t,)=0 oldugundan bu darbe dikkate alinmaz. Ancak homojen ¢oziimden gelen katsayilari
bulmak igin kullanilmas1 gereken, ¢ <, bolgesine ait y(t;), y(t;). ... , ¥ (t;) son degerler ile

t >, bolgesine ait y(t7), (&), ..., "V (t;) baslangig degerleri arasindaki gegis soyle yapilir:

ENN N r
Yy =y V@) +—
ay

Y =y ()
: - Bukisim N >2 igin uygulanir.

y(ty)=y(t,)

N =1 ise yalnizca en iistteki, yani y(z;) = y(t, ) + T uygulanir.
ay

Ispat: Diferansiyel denklemin [to‘ Wy J araliginda integralini alalim:

a, j YN () dt +a,_, j YY)+ ... +a, j $(t)dr + a, j y(t)dt = j g(t)dt +r j S(t —t,)dt

ly ly ly ly ly ly

Sol tarafta ilki hari¢ tiim integraller, sag taraftaki ilk integral, sonlu biiyiikliiklerin sonsuz kii¢lik zaman
araliginda integralleri oldugu i¢in sifirdir. Bu zaman araliginda yalnizca sagdaki darbe ve onun

dogrudan etkiledigi y"*’(¢) sonsuz olup bunlarin integralleri esitlenerek:



_ + RN RIS s e r
a0l =a @) - )= > Y =y )+

ay

bulunur. Varsa (N > 2 ise) daha diisiik mertebeli tiirevlerde ise sicrama olmaz. Sag tarafta darbenin de
tiirevleri olsaydi daha diisiik mertebeli tiirevlerde de sigrama yaptirabilirdi; ancak bu konuyu burada
ele almayacagiz. Siradaki konu bu konunun uygulamasi niteligindedir.

Sistemin Diferansiyel Denkleminden Birim Darbe Tepkisinin Bulunmasi

Normalde x yerine o0, ve y yerine h yazarak diferansiyel denklemi ¢oziip birim darbe tepkisini
bulabiliriz. Ancak az 6nceki konuda anlatilan kural1, a, # 0 olmak lizere, giris(x) — ¢ikis(y) iliskisi

aNy(N)(t) + aN—ly(N_l)(t) + o a0 +ay(t) =byx(1)

ile verilen nedensel bir sisteme uygularsak birim darbe tepkisini bulma yontemi oldukc¢a basitlesir.
Ciinkii nedensel DZD sistemlerde

h(t)=0 Vit<0

oldugu i¢cin ¢ <0 bolgesinde A(f) 'nin biitlin tiirevleri de sifir olacaktir. Boylece > 0 bolgesine ait
baslangi¢ sartlar1 (0" ani1 igin) kolayca belirlenebilecektir. Sonsuz kiigiik zaman farkin1 g6z ardi ederek
baslangi¢ anin1 0" yerine 0 alirsak yontem su sekilde 6zetlenebilir:

y yerine h, sag tarafa da sifir yazarak ¢ > 0 bolgesi igin
a k™) +a, B0+ ... +ah(t)+ah(t)=0

diferansiyel denklemi su baslangi¢ sartlari igin ¢6ziiliir:

B0y = 2o
ay
A 2(0)=0
: - Bukisim N >2 igin uygulanir.
h(0) =0

N =1 ise yalnizca en iistteki, yani /4(0) =ﬁ uygulanir. Bulunan ¢oziim u(¢) ile carpilarak birim
ay
darbe tepkisinin tiim zamanlar i¢in ifadesi elde edilir. Denklem ve dolayisiyla ¢6ziimii homojendir.

Ornek:
Sekildeki devrenin birim darbe tepkisini bulunuz.

Cozlim:

(1)

Xy ® RS LB

0600

% y(t)+ y(t) = x(t) olduguna gore



>0 = £fz(t) +h(t)=0 denklemini A(0)= b = £ baslangi¢ sart1 i¢in ¢6zmeliyiz.
R L/R L
L i R
Eﬂ+1:0 — A=-R/L — h(t)=4e’ - h(O):A=Z
. ()
Tiim zamanlar i¢in ifadesi ise:  A(r) =ze Lu(t). R/L

Ornek:
V()+63(t)+11y()+6y(¢r) =2x(t) ile taniml nedensel sistemin birim darbe tepkisini bulunuz.

Coziim: >0 = h(t)+6h(t)+11A()+6h(t)=0 > AF+6£+114+6=0
> A=-1, L==2, A4=-3 > h)=de"' +4e? + 4

nO0)=0=A +A4, + 4,

h(0)=0=—A4 —24, - 34,

h(0)=2/1=2= A +44, +94, > A=1, 4=-2, 4=1
Sonug: ()= (e —2¢ + e Ju(r) .

Not:
Bazen diferansiyel denklemin yalniz sag tarafi

ayyVO+a, YO+ o Fap) +ay(n) =bx(t-1,)
gibi zamanda Gtelenmis bi¢imli olabilir. Bu durumda daha 6nce anlatilan baslangi¢ sartlart 0 yerine 7
ani1 i¢in yazilir ve katsayilar bulunduktan sonra A(f) ifadesi u(f) yerine u(t-to) ile garpilarak tiim

zamanlar icin gecerli ifade yazilir. Bu ¢6ztimii (#-f0) ’a gore diizenlemek, hem katsayilarin kolay
bulunmasini, hem de ¢izim ve yorum kolayligi saglar. Yani ¢ > fo bolgesi igin

a i () +ay B0+ @)+ agh(t) =0

diferansiyel denklemi su baslangi¢ sartlari igin ¢6ziiliir:

W) =
ay
"2 (1)=0
3 - Bukisim N >2 igin uygulanir.
h(t,) =0

Sonra da bu ¢6ziim u(t-t0) ile carpilarak tiim zamanlar i¢in gegerli ifade elde edilir.
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Ornek:

23(t) +50y(t) =4x(t —3) 1ile verilen nedensel sistemin birim darbe tepkisini bulunuz.

Cozim: >3 = 2h(t)+50h()=0 — 22 +50=0 > A,=F/5
—  h(t) = Acos5(t —3) + Bsin5(¢ — 3)

h(3)=0=4
h(3)=4/2=2=5B — A=0, B=2/5.

Sonug: h(r)=§sin[5(r—3)]-u(r—3) .
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