Dalga Denklemi ve Duzlem Dalga Coziimi

Maxwell Denklemleri ve Serbest Uzay

B = ,uH ve D = ¢E olmak iizere 4 Maxwell denklemi ve her birinin ifade ettigi yasanin diger gosterimi soyledir:

_~ . 0B dy o
(1) VXE =—— (e = —— Faraday indiiksiyon yasa51>
dt dt
(2) V-B=0 f B-dS=0 Manyetik tek kutuplu yoklugu
s
— — aﬁ - — -> . .
(3) VXH= T +J f H-dl = i + igepiasman Amper yasasl
Cc
(4) V-D = Pe i D-dS = qi; Gauss yasasi
s
Bu formiillerde alan olusumuna neden olan kaynak p, ile J “dir. (Stireklilik denklemi: V-J=-— 20 )

ot

Bos olmayan bir ortamda notr haldeki maddeler igerisindeki elektron hareketleri ve kutuplagsmalarini, J ve pe ile
hesaba katmak yerine kolaylik i¢in y ve ¢ ile hesaba katmak tercih edilir. “Serbest uzay” derken bos uzay1 degil,
dalgaya karg1 engellerle sinirlandirilmamis uzayi kastediyoruz. Yani serbest uzay u # p, veya e # &, olan madde

ile dolu olabilir. Ortamda n6tr haldeki madde harig ayrica p, ve ] (ikisi de) yoksa “kaynaksiz ortam” deriz.

Kaynaksiz ortamda: f =0 ve p,=0

Kaynaksiz Ortamda Genel Dalga Denklemi
(1) denkleminin rotasyonelini alalim ve sonra da bunun temel vektor formiillerindeki karsiligini yazalim:

T (T ) = —Tx
X(VXE)=-— X =
V(V-E)—V2E=—%

_D\ . a(@xH)
\4 —VE=—p—-—=
( £ > K at
— - 2p
(4) ve (3) kullanilirsa: Vp, — V2E = —,uZTIZD - ,ua olur. D = ¢E ve kaynaksiz ortamda] =0 ve p,=0
oldugundan, elektrik alan i¢in genel dalga denklemi séyle bulunur:

02F
(5) |V2E — ye— prol 0

Benzer islemleri (3) denklemi iizerinde yapalim, yani iki tarafin da rotasyonelini alip karsiligin1 yazalim:

- = o - D o
v><(v><H)=v><E+V><]



V(V-H)-V*H @“L xJ

V-H= i(ﬁ . §) =0,D =¢E ve yine kaynaksiz ortamda f = 0 yerine yazilirsa, (1) yardimiyla:

_ 9(@xE) 9B
_V2H = = —
V‘H = ¢ T £ 32

B = ,uﬁ yazilip diizenlenerek manyetik alan icin genel dalga denklemi séyle bulunur:

92H
(6) |V2H — pe— pree 0

-

Gortldiigii gibi hem E hem H ’nin, hatta istenirse bunlarm yerine sirasiyla hem D hem B ’nin X, Yy, Z
bilesenlerinden her biri (U diyelim) igin genel dalga denklemi:

aZ
(7)  |V?U — pe=— prele 0

Bosluk i¢in genel dalga denkleminin 4 boyutlu simetriye sahip oldugu daha sonra gosterilecektir.

Serbest Uzayda Kayipsiz Ortamda Diizlem Dalga Coziimii

U aslinda U(x,y, z, t) bigiminde uzay zamanin bir fonksiyonudur. Dogrusal ortamlarda Fourier analiziyle her
frekans bileseni ayr1 ayri1 incelenebileceginden, rad/s cinsinden sabit bir w agisal frekansiyla ilgilenirsek, zaman
bagimhiligini e/®t carpaniyla gosterebiliriz. Dalga denkleminin dogrusalligindan dolay: tiim 9/0t operatorleri
jw ¢arpan etkisi yapar (zamana gore ikinci tiirev de —w? garpani). V2U ifadesini de agarsak dalga denklemi:

0%2U(x,y,z,t) N 0%2U(x,y,z,t) N 0%2U(x,y,z,t)

8
® 0x? dy? 0z2

+ pew?U(x,y,z,t) =0

Dalgalar kaynagindan ¢ok uzaklarda kiigiik bir bolgeden bakildiginda diizlemsel varsayilabilir. Genel bir ¢éziim
iddiasinda bulunmadan, dalga arayisimizdan dolay1, sadece X, y, z, t bagimliliklarinin birbirinden ayristirilmig
carpan terimleri halinde oldugunu diisiinerek ¢oziim arayalim:

U(x,y,2,t) = X()Y (0)Z(2)e/*
Burada ilgili degiskene bagimlilik, ilgi harfin biiytigiiyle fonksiyon olarak yazildi. Buna gore dalga denklemi:

9%X 0%y 7z
S0z + xS D 2e + xer i) S

el + new?X (x)Y(y)Z(2)e/*t = 0

Aslinda birer degiskenli olduklarindan kismi tiirev normal tiirevdir. Denklemi X (x)Y (y)Z(z)e/®t *ye bolelim:

1 d?X(x) 1 d?Y(y) 1 d?Z(2)
X(x) dx? Y(y) dy? Z(z) dz?

+ psw? =0
Soldaki toplam terimlerinden sonuncusu sabit oldugundan, diger iicii de sabit olmak zorundadir. Clinkii X, y, z’den
sadece birini degistirmekle digerleri degismez; dyleyse o degiskene bagl terim de degismemelidir.

1 d2X(x) 1 d*Y(y) _ 1 d22(2)
XG0 dxz T Y(@) dyr Y Z() dz2

sabitlerine esitleyelim. Hepsi ayn1 bigimli oldugundan mesela X bagimliligina bakalim:

d?X(x)
dx?

- X(x)=0



sabit katsayil1 dogrusal adi diferansiyel denklemin karakteristik kokleri /c, ve —\/c_x tir. ¢, > 0 olsaydi, bu

kokler reel olur ve ¢ozlim bilesenleri eVx* ve e V¥ terimli olurdu ki bunlar kisa bir mesafede ya soniimlenir

ya sonsuza giderdi; yani dalga ifadesi vermezdi. c,, = 0 da sabit ve t ¢arpani vereceginden dalga ifadesi olmaz.
Biz dalga ifadesi veren ¢6ziimle ilgilendigimiz i¢in ¢, < 0 alacagiz ve koklerine jk, ve —jk, diyecegiz. Zaman
bagimliligiyla birlikte diisiiniildiigiinde, diger ¢arpanlar harig

eikxXgi0t  ya  p=Jkxxgjwt

carpanli terimler ortaya ¢ikar. Zaman (t) ilerlerken ayni faz noktasinin (mesela tepe noktasinin) koordinat
degisimi bunlardan birincisinde —x yoniinde, ikincisinde +x yoniindedir. Yani farkli yonlerde hareket eden
dalgalara karsilik gelmektedirler. Biz bunlardan yalniz birisiyle, +x yoniinde varsayarak, ilgilenelim; eger diger
yondeyse de bu k, ’in isareti icinde diisliniilebilir. Yani yalniz ikinci terim bir dalganin X ve t bagimlilig1 i¢in
yeterince kapsamli ¢arpandir. y ve z bagimliliklarini da ortak bir sabit ¢arpanla birlikte benzer bicimde yazarsak
serbest uzayda diizlem dalga ¢6ziimii:

(9)  U(x,y,zt) = Ae TkaXe=IkyY g=JkeZ gjwot
Dalga vektorii=dalga sayisi, dalga hizi, dalga boyu
Dalga vektori: k = kyX +kyy+ k.2
diye tanimlanir. Konum vektorii 7 = xX + yy + zZ oldugundan, diizlem dalganin ilgilenilen bileseni kisaca
U(x,y,2z,t) = Ae~TkT gjwt
bigiminde de yazilabilir. 7 konum vektoriiniin biiyiikliigiinii, zaman (t) ilerlerken k vektorii yoniinde

wt — kr = sabit faz

olacak bir hizla artirirsak dalganin hep ayni fazi iizerinde (mesela tepe noktasinda) bulunmus oluruz. Yani k
vektorii dalganin ilerleme yoniinii vermektedir. Dalga vektoriine “dalga sayis1” da denir. Dalganin hizin1 bulmak
icin bu sabit faz ifadesinin zamana gore tiirevini alip konum vektoriinlin mutlak deger tlirevini ¢ekelim:

dr dr

w
v="1= dalga hiz1

bulunur. Burada k = \/kZ + k% + kZ .

Dalga hizin1 bilinen degerler cinsinden bulmak i¢in (9) denkleminin kismi ikinci tiirevlerini alip (8)’de yerine
yazarsak

[(—jkx)Z n (_jky)z n (_jkz)z + ’ung] Aej(—kxx—kyy—kzz+wt) -0

Her X, y, z, t i¢in bunun saglanmasi, ancak kdseli parantez i¢inin sifir olmasiyla miimkiindiir:

ki+ k3 + k7 — pew? =0

1
— =2 =— Dalgahiz1 = |v =
UE

1
JiE

1

v Hoéo

Dalganin ilerleme yoniinde ayni fazdan ardisik ikisi arasindaki mesafeye dalga boyu (A) denir. Diizlemsel

= 299792 458 m/s|~ 3 x 108 m/s .

Is1gin bosluktaki hiz1 =c =

dalgalarda zamana gore bir periyottaki (T = % = %ﬂ ) ilerleme mesafesi vT dalga boyudur:

A=

v
f W k




Karakteristik Empedans
Diizlem dalgalarda v operatoriiniin yerini —j k carpani alir. Mesela (1) ve (3) Maxwell denklemleri su hale gelir:

Vsz—E - —JjkXE=—jwB - |kXE=uwH
— — 65 -> - - — - — =
VXH=E+] - —jkxH=jwD - |kXH=—-¢ewE

Diizlem dalgalarda k, E ve H birbirine dik vektérlerdir. Buna gore mesela E= E.X ve H= H,y ise k =kz
olur. Boylece

kE H Ex ! \F
= e o —_ = = _— —_
© = HwH, Rl i

ortama bagli bir sabit olur. Genel olarak +z yoniinde ilerleyen bir dalga i¢in ortamin karakteristik empedansi

Ey Ey . u
n = — = ——| olup serbest uzayda diuzlem dalgalarda|n = |—|,
H, H, 2

boslukta ise |n, = \/% ~ 120m Q) = 377 Q
0

Karakteristik empedans ortam malzemesinden baska, ileride goriilecek kilavuzlu dalgalarda dalganin tiiriine gore
de farkli olabilmektedir.

Ohm Kanununun Noktasal Bi¢imi
l Sekildeki gibi 6ziletkenligi ¢ olan ¢ok kiigiik bir bolge komsulugunda akim yogunlugu

v o _ vektori (f ), elektrik alan vektoriiyle ayni yonliidiir. Ayni yone gore i akim, v gerilim igin
i
—|/ =, 5 l
[ =JA, v=El, R=—
c R A t=J v oA

oldugundan, i = v/R Ohm kanunu formiilii su hale gelir:

oA - =
]A=ElT - J=0FE - |]=0FE

_ . . oo vi ElJJA m——
Hacimsel gii¢ yogunlugu ise A=A " E] - |E-]J|(anlk)

o : - K .
Gii¢ Yogunlugu (Poynting) Vektorii Y,
Yandaki gibi S kapali yiizeyiyle simirli V hacimsel bolgesi icinde dalga (
kaynag1 olsun ve k dalga vektorii ile disar ¢ikiyor olsun. Cikan dalganin S //:

ds

disar1 tasidigr giic; iceride ortamin rezistif davranisindan dolayi birim
hacimde 1s1ya dontisen E- f giicii, elektrik alanin birim hacminde depolanan

1= = . T . . .
ED - E' enerjisinin zamana gore tiirevi ve manyetik alanin birim hacminde

13 = o P .
depolanan 5 B+ H enerjisinin zamana gore tiirevi toplaminin hacimsel

integralinin negatifine esittir; ¢linkii bu ii¢ bilesen, dalgayla disar1 tasinan kadar azalmaktadir.



Dalganin disar tasidigi glic =
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B itde — 2 (BHY_ 108 5 15 0H_ 5 0B ugund
enzer sexiiae ot = > > = ot oldugundan,

9 . = aE - 65 >
Dalganin digar1 tasidig1 giic = f H - %) E- T +7J)|dv
4

Yuvarlak parantez igleri sirasiyla (1) ve (3) Maxwell denklemlerinin sag taraflaridir. Bunlari, sol taraflariyla
degistirirsek:

Dalganin disari tasidigi giic = j- [ﬁ . (V) X E) —E- (V) X 17)] dv
4 V-(ExH)

Koseli parantez i¢inin, vektor formiillerine gore karsiligi yazilip Stoke teoremi uygulanirsa:

Dalganin tasidig1 glic = j [V (E X ﬁ)]dV = §£(E X 17) -dS
v s

Buna gore, anlik Poynting vektori m

adiyla tanimlanan vektoriin, k dalga vektorii yoniinde taginan yiizeysel glic yogunlugu oldugu anlasilmaktadir;
ciinkii E ile H birbirine dik ve k x E ’nin yonii, H’m yonii oldugundan, k *nin yonii de ExH’m yoniidiir.

Dalga bilesenleri siniizoidal oldugundan, devre teorisinde gii¢ i¢in vektorlerin birbirine gore agist onemli
oldugundan ortalama giiciin Re{VT *} olmasi gibi ( * eslenik anlaminda), ortalama gii¢ yogunlugu vektorii,

- 1 = —
ortalama Poynting vektorii | Py, = ER@{E X H *}

diye kullanilir. Devre teorisinde akim ve gerilim vektorlerinin biiytikliikleri rms degerleri oldugu icin ' katsayisi
gelmezken, burada genlikler dogrudan kullanildigindan Y katsayisi geldi.

Iletkenligi Olan (o < o) Ortamlarda Diizlem Dalga Yayilimi

Daha 6nce buldugumuz

ara denkleminde D = ¢E , p, = 0 ve | = oE yazilarak dalga denklemi yeniden ¢ikartilmalidir.

,= 0%E  OE
VE—,ueF—uaﬁzo (%)

Diger yandan,



s . 9(VxD) - .
V(V-H)—V2H=%+Vx]

denkleminde V- H = %(V +B)=0,D = ¢E ve | = oF yazilirsa

- a(v><1‘§)+ G E 0%H oH
- = XFE =—yug——— —
€ ot d He at? o’ ot
- 0*H  oH .
- —_ _— _— %k
He— 7 ~ Ol (%)

Goriildugi gibi yine U, elektrik veya manyetik alanin herhangi bir bileseni olmak lizere hem (*) hem de (**)
denkleminin her bir bileseni ayni bigimlidir:

) 02U ou
\Y U_MSF_O-ME: 0 (%)

Ayrica V- —jk ve 0/0t - jw yazarak:
(—jk)*U — pe(jw)?U — uo(jw)U = 0
-  —k?U + pew?U — juocwlU =0
-  (k* +juow) — pew? =0

Goriildiigii gibi daha onceki dalga denklemindeki k? yerine (k% + juow) gelmistir. Buna gore onceki
denklemlerdeki € yerine ¢ — jo/w = &' + je" gibi karmasik bir parametre gelmistir (¢" ve €" reel). Diger bir
bakis agisiyla da onceki jk yerine a + jB gibi karmasik dalga sayisi gelecektir (a ve B reel). Bunun sonucunda
iissli sanal olan ve sabit genlikli salinimlara karsilik gelen terimler e~ e IBTeJ®t naline gelir ki buradaki

e %" iistel terimi, dalganin ilerleme yonii r boyunca dalga genliginin séniimlendigi anlamna gelir. Bu yiizden
iletkenligi olan ortamlar, diizlem dalgalar i¢in kayipli ortamlardir ve (***) denklemi de kayipli ortamlar i¢in
diizlem dalga denklemidir.

Son denklemde jk = a + jB yani k? = —(a + jB)? yazarak a ve B ’y1 bulalim:
—(a + jB)? + juow — pew? = 0
- —a?—j2af + p?* + jucw — usw? = 0
- a?—-p*+pucw?=0(A) ve —2af+uow =0 (AA)

2
(AN) - a=%=0—>(A) - (H:;;) — %+ pew? =0
2
- ety - L2 g

4

_ pEw® + J(pew?)? + (uow)?

> B2 > (eksi karekok alinmaz, ¢inkii 2 > 0)
2 2 2 2
- 1+(—) +1 = 1+(—) +1
- B 2 + (ga)) + - B 2 + (ew) +

Dikkat edilirse 2 ’nin ¢ = 0 durumundaki usw? degerinden biraz daha biiyiik oldugu gériiliir. Bu yiizden belirli
bir fazin ilerleme hiz1 w/f, kayipsiz durumdaki 1/+/ue degerinden daha kiigiiktiir. Yani ayn pe igin iletken
(kayipli) ortamda dalga, iletken olmayan ortamdakinden biraz yavastir.



Diger yandan

Dalganm genligi e %" carpaniyla, Poynting vektorii biiyiikliigii ise bunun karesi yani e™2%" carpaniyla 7

boyunca soniimlenir.



