ELEKTROMANYETIK ALAN TEORISI VIZE CALISMA SORULARI

Soru 1.1) Kartezyen koordinatlarda verilen N (x, y, z) = N(—2,2,6) noktasinin,

a) Silindirik koordinatlardaki karsiligi Ng(p, ¢, z) nedir? Konum vektorii P silindirik koordinatlarda nedir?

b) Kiiresel koordinatlardaki karsihigi Ny (r, 6, ¢) nedir? Konum vektori P kiiresel koordinatlarda nedir?

(Cozliim: a) Kartezyen’den silindirige konum dontisiimii:

p=\/x2+y2=\/(—2)2+22=2\/§,

x < 0 oldugu i¢in ¢ =tan"1(y/x) + m = tan?! (_iz) +m=3n/4

—-1/4

ve z = z = 6 oldugundan, |N,(p, ¢, z) = NS(Z\/E, 3n/4,6)

Konum vektorii, orijinden ilgili Ng(p, ¢, z) noktasma yonlenmis vektor olup ¢ yoniinde bileseni yoktur:

—

P=pp+z2=|P=2V2p+62

b) Kartezyen’den kiiresele konum doniigiimii:

r=x2+y2+2z2=[(-2)2+22+62=2V11 0 = cos™1(z/r) = cos™! (%) ~ 25,24°
x < 0 oldugu igin ¢ = tan~!(y/x) + 180° = tan"" (=) + 180° = 135°

—45°

N (r,0,9) = N,(2V/11,25,24°,135°)

Dikkat: Acilar: ister derece ister radyan olarak yazin, ama ne kullandigmizi bilmelisiniz ve derece ise mutlaka semboliinii de
gostermelisiniz. Radyani, temel agilar disinda kullanmamaniz karisiklig1 azaltir.

Konum vektorii, orijinden ilgili Ny (1, 8, ¢) noktasina yonlenmis vektor olup, sadece radyal bilesenlidir:

P =r7=2V117|

Dikkat: Konum vektdrii de olsa, silindirik, Kartezyen veya kiiresel koordinatlarda gosterilmesi, vektoriin semboliinii degistirmez.
Sembol ayrimina, koordinatlar1 sirali yazildig1 i¢in nokta veya siitun matris gosterimlerinde ihtiyag duyulur.

Soru 1.2) Silindirik koordinatlarda verilen Ng(p, ¢, z) = Ng(4,7/6,—2) noktasinin,
a) Kartezyen koordinatlardaki karsiligi N (x, y, z) nedir? Konum vektorii P, Kartezyen koordinatlarda nedir?
b) Kiiresel koordinatlardaki karsihigi Ny (r, 6, ¢) nedir? Konum vektori I_’), kiiresel koordinatlarda nedir?

(Cozlim: a) Silindirikten Kartezyen’e konum doniisiimii:

x=pcos<p=4cos%=$=2\/§ y=psin<p=4sin%=2 z=z=-2



N(x,y,z) = N(Z\/g, 2, —2)

P=xX+yy+2z2=|P=2V3%+2y—22

b) Silindirikten kiiresele konum doniistimii:

r=.p*+2z2=,/424(-2)2 =25 6 = cos™1(z/r) = cos™?! (%) ~ 116,6° ¢ = ¢ = 30°

Ni(1,8,9) = N (2V5,116,6°,30°)

P=r7=2V57

Dikkat: Silindirik ve Kartezyen koordinatlarda yazilan konum (F) vektoriinden konum bilgisi anlasilmamaktadir. Konum vektorii
konum belirleme vektorii degildir. Oyleyse ne ise yarar? Mesela hiz vektorii, konum vektdriiniin zamana gére tiirevidir. Diger tiim
vektorler gibi, hiz vektorii gibi, konum vektériiniin de gerektiginde hangi konumda oldugunun ayrica verilmesi gerekir. 7, p, 8 ve @
vektorlerinin tiirevlerinin, 6zel durumlar disinda sifir olmadigini da hatirlatalim.

Soru 1.3) Kartezyen koordinatlarda verilen 4 = 5 % + 7 § — 2 vektoriini,
a) Silindirik koordinatlarda, b) Kiiresel koordinatlarda yaziniz.

(Cozlim: a) Kartezyen’den silindirige vektor doniisiimii (dikkat, konum degil!):

Ap cosg sing 0]]Ax cosp sing 0 5cos@ + 7sin g Ap
Ayl =|-sing cosg O0||4y|=|-sing cos (p 0 [ ] —5sing + 7cosg| = |4y
A, 0 0 11[A, 0 -1 A

A= (5cosp+7sing)p+ (7cosp —5sing)  —z

b) Kartezyen’den kiiresele vektor doniisiimii (dikkat, konum degil!):

Ag| =|cosOcosp cosOsing —sinb
A —sing CoS @ 0

A, cosf@cosp cosOsing —sinf|| 7

A, [sin Bcosep sinfsing cosb
A, —sing COS @ 0 -1

Ay [SiIlHCOS(p sin @ sin @ cost9”5]

¢

A, 5sinf cos ¢ + 7sin @ sing — cosf
Ag [5 cos@ cos @ + 7 cos B cos ¢ + sin 9]
Ay —5sin¢g + 7 cos ¢

A = (5sinf cos ¢ + 7sin 8sin ¢ — cos ) 7+ (5 cos 6 cos @ + 7 cos 6 cos @ + sin6) 8 + (=5 sing + 7 cos )P

Soru 1.4) Kiiresel koordinatlarda verilen A=3%-20-6 @ vektor alanmm r = 5, 8 = 30° ve ¢ = 90°
konumundaki vektor degerini

a) Kartezyen koordinatlarda yaziniz. b) Silindirik koordinatlarda yaziniz.
Dikkat: 6 ve ¢ nin eksi olamamasi baska sey, herhangi bir vektoriin 8 ve @ bilesenlerinin eksi de olabilmesi baska sey.

(Cozlim: a) Kiireselden Kartezyen’e vektor doniistimii:



[sin 30° cos90° cos30°cos90° —sin 90°]
. _ | 0 -1
Ar sin 0 cos¢  cos 0 cos @ sin @] | 4r | sin 30° sin90° cos30°sin90°  cos90° | 3
Ayl =|[sinfsing cosOsing cos<p Ag| = 2 T s |2
A, cos 8 —sin @ Ay l cos 30° 300 —sin 30° 0 J —6
-1/2
N
Ayl =12 | - A=652+<§—\/_)y+(7+1>2
4, l 33,
2

Dikkat: Soruda konum, yani r, 8 ve ¢ verilmeseydi, cevap dnce 6 ve ¢ cinsinden bulunmali, sonra 8 ve ¢’nin x, y, z cinsinden
karsiliklar1 yazilmalrydi.

b) Kiireselden silindirige vektor doniistimii:

sin30°  cos 30° O]
4p sin@  cos@ 0 Ar | 1/2 \/—/2 [T 3
A, =[ 0 0 =] 0 1I[—2]
A, cosf —sinf 0 lcos30° —sm30° 0ll-6
V3/2 -1/2
[3_3]
Al 27 77 3 3V3
ag|=| "6 | = fi=(G-v)p-oe+(e1)2
A, l3x/§ .
2

Dikkat: Soruda konum, yani r, 6 ve ¢ verilmeseydi, cevap dnce 6 cinsinden bulunmali, sonra 6’ nin p ve z cinsinden karsilig1
yazilmaliydi.

Soru 2.1) v = 3 + 5xz — yz? skaler alanmin, a) Gradyanini b) Laplasyen’ini bulunuz.

oV A~ v v

v e =4 _ov oV < oV~ N I _ A _ v
Cozim: a)Vv—axx+ayy+aZZ— 52X —z*y+ (5x — 2yz)z=Vv
2 0%y 0%y azv_ . _ 2
b) V-v _62+_6y2+_622_0+0 2y =|Vv = =2y

Soru 2.2) Silindirik koordinatlarda verilen v = C:% + pz skaler alaninin, gradyanini bulunuz.

v o = __v,\ l_v,\ _v,\: __ Cosg _sm<p,\ _
Cozim: Vv % p+ 299 P+2 (z (p+1)2)p P P+pz= Vv
Soru 2.3) Kiiresel koordinatlarda verilen v = % skaler alaninin, gradyanmi bulunuz.

R = v A 10v 5 1
Cozum.Vv—a T+ a90+

cosfcosp A
r(r+1)2sin @

v ~ 2cos@sing o

(r+1)3

sin 0 sin @ =
r(r+1)2

= Vv
rsin 6 d¢




Soru 2.4) A= 5xy X + 3yz 9 — 9xye 1?12 vektor alaninin a) Diverjansmni, b) Rotasyonelini bulunuz.

w7 QAx | 04y | 04; _ Zo-lzZl = V. 4
Cozim:a) V-4 = o T 3y t, = 5y+32+9xylzle =V-A4

Dikkat: |z| *nin z ’ye gore tiirevi z/|z| veya |z|/z diye yazilabilir ve z = 0 igin tanimsizdir.
Bu sorudaki alanin diverjanst her yerde sifir olmadigi i¢in A vektor alani solenoid degildir.

b)

X y V4
- — dA, O0A dA, O0A dA dA
Vx4=|0/0x 8/dy 8/dz|=[=2_22 55+< x _ Z)y+ 94y _ 08k,
dy 0z 0z d0x 0x dy
A, A, 4,

—

VxA= (—9xe‘|z| — 3y);’€ + 9ye 1?1y — 5x2

Rotasyoneli her yerde sifir olmadigi i¢in, A vektér alant korunumlu (irrotasyonel) degildir.

Soru 2.5) Silindirik koordinatlarda verilen A= pzsing p — (p +2z)cosp @ —4z?Z vektor alaninim

a) Diverjansini, b) Rotasyonelini bulunuz.
Coziim: a) V-4A= 13(p4p) + 194 + 947 _ 13(p?zsing) + Esin(p — 8z
’ p dp podp 9z p ap p
- - . p+z
V-4=2zsingp + sing — 8z

Diverjans1 her yerde sifir olmadigi i¢in A vektor alani solenoid degildir.

PV xA4=2 a/ﬁa ap/g) a/zaz _(l%_%)'\_}_(%_aAZ)A_}_l(M_%)A
) X _p Ap pA(p A - p O0p 0z p 0z ap g p ap do z
14 ¢ z

= (04 cosp)p+ (psing — 0)Pp +— ap cosrp—pzcosw)%

1 (_ d(p? + p2z)
p

— - Z
VXA=cose p+psing (’,b—<2+;+z)cos<p z

Rotasyoneli her yerde sifir olmadigi i¢in, A vektér alant korunumlu (irrotasyonel) degildir.

Soru 2.6) Kiiresel koordinatlarda verilen A = rcos 6 sin @ T+ 2r%cosfcosp 8 —sinBsing P

alaninin, a) Diverjansini, b) Rotasyonelini bulunuz.

la(rzAr) n 1  0(4gsinB) 1 04y

oziim: a) V - 4 =
Cozii ) r2  or rsin 8 Gl rsinf d¢

vektor



(1/2)sin 26
d| 2r?sin @ cosH cos @
1 (73 cos 6 sin @) 1 —sin @ cos ¢
r2 or +rsin9 a0 * rsin 6

—

V-A=

= = _ 2rcos28cosgp 1
V-4 =3cosOsing +

sinf 7 cose
Diverjans1 her yerde sifir olmadigi i¢in A vektor alani solenoid degildir.
T r® rsinf@ oy sing) o 5 o(ray)
VxA4= — ! eSINY) 9Ap\n L 1( L 04r I(Mde
b)VXA_rzst a/ar 6/69 a/a(p _rsinB( a0 6<p)r+r(sin9 dp or )0+

A, rdg rsinf A,

1 d(rdg) . %) A~
r( ar a0 P

= —2sin 6 cos O sin ¢ + 2r? cos 6 sin ¢

(a(A(p sinf) 6A9>

a0 do

1 04 d(rA 7 cos 0 cos
( LA ( (p)>= (p+sinesin(p

sin@ d¢p ar sin 6

<a(rA9) 94,

_ — 2 . .
o 69) 67 cos @ cos ¢ + rsin @ sin ¢

2 nfp)

- S cosp 1
V><A=<——cost951n(p+2r (
r tan 8

Po— —smHsm(p) 0 + (61 cos B cos @ + sin O sin ) @

Rotasyoneli her yerde sifir olmadig1 i¢in, A vektor alani korunumlu (irrotasyonel) degildir.

Soru 3.1) Soru 2.4’te verilen vektdr alan i¢in diverjans teoremini, 1 < x,y, z < 2 kiibii iizerinde dogrulayiniz
(hem hacimsel, hem ylizeysel integrali alarak).
VA
Coziim: f (- A)av = § 4s dSs = dxdz§
d§4_ = —d§3

N

Soru 2.4 ¢ozlimiinde V-A= 5y+3z+ 9xy%e‘|z| bulunmustu. 4%, = —dS,| +— dS, = dydz®

2 2 2
f (V-4A)dv = f f f(Sy + 3z + 9xye%)dxdydz —dxdyz 45, — _ g5,
14 z=1y=1x=1

Zy

Bu bolgede|z| = z oldugu igin bazi1 sadelestirmeler yapildigina dikkat ediniz.

2 2 2
9 2 27
f [Sxy + 3xz + Exzye‘z] dydz = f f [Sy + 3z + 7}19‘2] dydz
x=1

y=1 z=1y=1

f(V-Z)dv:

74 z

,H\":N

2 2
~ ”5 2y gy a2 2 Z ~ f 15, , .8 _Z]d _[15 L3, 81 _Z]Z
= zy yz 4ye = z e zZ= 2Z 2Z 4e o

z=1 z



f(v A)dV—— ;+§(e‘1 e”?)

12

§ A-dS = Isag + Isol + It’)n + Iarka + Iiist + Ialt
S

seklinde indislerinden anlagildig1 gibi 6 parca halinde hesaplayalim. A= 5xyx+3yzy —9xye~? Z idi.

2 2 g 2
Isa fA dS, = f fg?gydydz = f[5yZ]§=1 dz = [15z]%_, = 15
sag z=1y=1 2 z= 15
2 2 _ 2
_ oy 5 12 15 12 15
Lso1 fA s, = f —5x ydydz = f [——yz] dz = [——Z] =——
sag z=1y=1 T z=1—2£1/ 2 z=1 2
~15/2
2 2 2
— _ _ x2y]? 27 y2]? 81
Iy, = fA ds; = f f—9e Zxy dxdy = —9e ™2 f - dy=—73‘2 5 =—Te‘2
e~? x=1 z=1

——
e—1

2 2 2
S ) ) x2y]? 27 __[y¥]* 81
lorka = fA'dS4: f fge nydxdy=9e 1 f — dy:73_1 7 :Te_l
x=1 z=1

arka y=1x=1

ust z=1x=1 z=1 6z
2 2 2
lye = | A-dS5 = —3\‘}22 dxdz = | [-3xz]?_, dz = [_EZ ] =-3
alt z=1x=1 1 z=1 -3z z=1
15 81 81 9
Isag + Isor + Isn + lorka + lust + Ige = 15— 7 — Te_z + T3_1 4+9 _E

g —_ 81 — -
%A-dSz 12+ (et —e™) =f(v-A)dV v
|4

S

Soru 3.2) Soru 2.4’te verilen vektor alan i¢in Stoke teoremini, bir Onceki sorudaki kiibiin iist yiizii i¢in
dogrulaymniz. Yani S yiizeyini y = 2°’de 1 < x,z < 2 karesel bolgesi aliniz, hem yiizeysel, hem ¢izgisel integrali
hesaplayarak.

Cozim: VxA= (—9xe‘|z| — 3y);’€ +9ye ¥y —5x2  ve d§5 = dxdzy bulmustuk.

2

j(vxzydfs: j j

z=1x=1

N—— N——
2 z=1 18e7% S

2
9yeZldxdz = J [18e7?x]2dz = [-18e7%]? =|18(e™ ' —e72) = J(V X Z) -dSs
2




Cizgisel integral, sag el kuralina gore bagparmak d§5 yoniindeyken, dort parmagin sardig1 yonde kareyi
dolasarak hesaplanmalidir. Yani 6n kenarda x = 1’den 2’ye ve dl = dxX, sag kenarda z = 2’den 1’e ve dl =
dzz, arka kenarda x = 2’den 1’¢ ve di = dxX, sol kenarda z = 1’den 2’ye ve dl = dzz. Ayrica bu bolgede
A= SxZ ;’\c\+3xz?—9xxe‘22

2 2 2

2 1 1 2
%Z-diz fledx+ f—18£e‘zdz+ fledx+ f—18£e‘zdz
c x=1 2 x=2 z=1 1

z=2

Birinci ve {igiincii integraller toplamimin sifir oldugu sinirlarindan bellidir.

55 A-di=[36e"7]L + [18e %] = 36e™! — 36e2 + 18e™2 — 18¢"!

Cc

fz-di:m(e—l_e—a:f(vxz)-c@s v

C

Soru 3.3) Silindirik koordinatlarda verilen A= 3pzp vektéralanmdal<p <2, n/6<¢p<m/3, 0<
z < 1 sinrrlar1 arasinda kalan bolge (kalin silindir kabugu dilimi) {izerinde diverjans teoremini dogrulaymiz.

v « o = _10(p4A 10A 04 10(3
COZum:V'A__ (p P) [ 4 (pZ)

= P T + ;ﬁ + g > op =6z ve dV = pd(pdde
1 n/3 2 1 w/3 1
f (V-4)dv = f f 6pzdp do dz = f [32p%12_, dedz = f (92153, ¢ dz
174 z=0 ¢@=m p=1 z=0 @=m/6 9z z=0 _371'2/2—/
\ ds;
37 1t 3 SN Z A 7 L]
= 4 _\p =& e dgm ka
Burada dg)sag ve dfso, yalniz @ bilesenli, dg)ﬁst ve =] | e ‘ ; | A
dg)a,t yalniz Z bilesenli oldugundan, yalniz p bilesenli £ | \‘ dSgaz
A ile skaler carpimlari sifirdir. Bu yiizden 3N i .
[ z =< n‘fb dEa“ X
z=0% B

5£z-d§: fz-d§6n+ f A dSuia
S on arka
dSs, = pdedz(—p) ve dSzka = pdedz P olup, dnde p = 1, arkada p = 2°dir.

/3 1 /3

1
55_’ ds = f —3p Zd(pdz+f f 3p zdg dz

Q=T ZO(pTL’/612

1

1

3 3 7T

f [—3zp] Z/H/G dz + f [12z¢] Z/H/G dz = [Tzz O+[nzz]}, = TzfA-dS v
z=0 —3211'/6——71'2/2 z=0 12271'/6 2nz __”/4—’ T S




Soru 3.4) Silindirik koordinatlarda verilen A= (p? — 2p) @ vektor alaninda, z = 0 diizleminde 1 < p < 2,
/3 < ¢ < m/2 bolgesinde Stoke teoremini dogrulayniz.

S giim: U x A = 1 a/ﬁa 6[;? 6/26 (104, 04y \. (04, 04, . , 1 0(pAy) 04, )| .
Coztim: Vx A =710/9p 9/9¢ 0/0z) =| 252 =32 1P+ | 5/ =5, |9+ 0| 5,55, |2
A, pA, A, 2 5 s 2 2
VxA=-— (p p)2= P p2=(3p—4)z
p dp
2 /2 y
f(ﬁxZ)dfzf f(3p—4)pd(pdp
S p=1 ¢@=m/3
o
2 ~
11'/2 & —do D
f [Bp — Dpel, /s dp g =dpp
p=1 (3p-4)p% )
dlso!:dﬁ'ﬁ
s s
=2 f(3p2 —4p)dp = = [p* = 2p°I1
p=1 1
5

Dikkat: Cizgisel integral alinirken disol yonii p alinir, zit igaretlisi alinmaz. Onu z1t isaretli yapacak olan, integralin p = 2’den 1’e

almmasidir. Benzer sekilde dialt yonii @ alir, zit igaretlisi alinmaz. Onu zit isaretli yapacak olan, integralin ¢ = 7/2’den /3’
almmasidir.

/3 /2
fZ-diz fZ-dialt+ fZ-diﬁst
c o=m/2 o=m/3

—

Clinkii A sadece @ bilesenli, ve disol ile disag ise @ bileseni igermedigi igin, sol ve sag kenarlarda A - dl =
0’diwr. Alt kenarda p = 1, iist kenarda ise p = 2 alinmalidur.

/3 /2
— - — - T
f A-dl= f [p* - 2_.p2]p=1 de + f [p* - 2_.p2]p=2 de = [—w]ﬁﬁ = f A-dl=- v
c o=m/2 -1 o=m/3 0 c

Soru 3.5) Kiiresel koordinatlarda verilen A = krsin 6 cos QP -
vektoralannm 1 <r <2, 0 < 0 < m/6 bolgeleri arasinda dsust
kalan hacimsel V bdolgesi, ve onun sinir yilizeyi S {izerinde
diverjans teoremini sagladigini dogrulaymniz.

Coziim:
~ - 1a@x%4 1 0(Agysin6 1 0A
5.7 = ( r)+ . (4psin ) . 0
r2  or rsin a0 rsinf d¢
V-Azrsingkrsme(—sm(p)=—ksm(p X




2m W6 2
I(V . Z)dV = f f —k sin @ r? sin 6 dpdfdr
=0 0=0 r=1 av
2 /6
—k l%l singsinfdfdp = —— f sin @ [cos 01278 dg = 7kd _3\/5/2) [cos@]5™,
=0 6=0 N 1 @=0 V3/2-1 1-1=0
773

f(V-Z)dv:o

vV

bulunur. Yiizeysel integral alirken sekilde alt yiizlin diizlem degil kiiresel oyuk olduguna, iist yiiziin de kiiresel
tiimsek olduguna dikkat ediniz. Alt ve iist bolgelerin diferansiyel ylizey vektorleri bulunurken, sonsuz kiiciik
dikdortgen kenarlarindan birinin rd6, digerinin ise 7 sin 8 d¢ olduguna dikkat ediniz. Bu dikdortgenleri daha iyi
anlamak i¢in, yeryliziinde ikiser meridyen ve ikiger paralel daireleri arasinda kalan kiiglik bir dikdortgeni
diisliniiniiz. Meridyenler {izerindeki yay uzunluklar1 diinyanin yaricapiyla hesaplanirken, paralel dairesi
tizerindeki kenarlar o paralel dairesinin yarigapiyla (burada r sin 8’ya benzeyenle) hesaplanir.

dS.. = rdf rsinf dp(—7) = —sin8 dfde T

1 1

dfﬁst =Z:d9 asined(p? =4sin0dfde 1
2 2

d§y Z:sm 6 dodr @ = 2sin6 dedr 0
2

A'nm yalniz @ bileseni oldugundan ve hig bir dS vektdriiniin @ bileseni olmadigindan

ﬁ-dfzfz-dféﬁfz-dfmﬁ jz-dfarka:o:ﬁ-df v
S

alt 0 st 0 yan 0 S

Aslinda A’nin yalniz @ bileseni olmasini sekil lizerinde aki ¢izgilerini diislinerek yorumlarsak, hi¢bir yerde
sekilden disar1 veya iceri dogru aki olmadig1 anlasilabilir.

Soru 3.6) Soru 3.5’te verilen vektor alanin, verilen seklin iist ylizeyinde Stoke teoremini sagladigini dogrulaymiz.
Cozim: A = krsin 6 cos QP

p r@ rsinf@

VXA:rzsme d/dp 0/06 E?/E)(p
A, rdg rsinf A,
1 0(A,sinB)  04g |\ . N 1[ 1 04, 0(rd,) 5+ 1[0(rdg) O0A,
~ rsin@ a0 do r r\ sinf d¢p ar r ar a0
o N 0 N

1 d(krsin? 6 cos @) - 19 (kr? sin 6 cos @) B

BT 39 r—- 5 0 = 2kcosOcospr —2ksinfcospB =VXxA

2kr sin 0 cos 6 cos ¢ 2kr sin 6 cos @




21

2w T/6
f (V X Z) - dSye = f f 2k cos@ cos@ 4sinfdlde = f —2k [cos 249]701/6 cospde
@=0 6=0

S 4sin 6dOde

4k sin 260 cos ¢ @=0 -1/2

= [ksinp]?, =0 = | (Vx4) -dSys
»=0
5

c egrisini, r = 2 ve 6 = 1 /6 ile taniml1 ¢ember segersek (bu iki verinin bir gember tanimladigini goriiniiz), sag

el kuralina gore bagparmagimiz d?i-lst yoniinde olacak sekilde ¢ egrisini kavrayarak

di=r sin@ do o =do @

——
sin(1/6)

=

buluruz. A = kr sin6 cos@ @ = kcos¢ @ oldugundan,
L;sin(n'/G)

2T
fz-diz fcosq)d(p:[sin(p]g”z osz-di v
p=0

[of

Soru 4.1) Q > 0 olmak iizere, bos uzayda yandaki sekildeki AYy
gibi yerlestirilmis ¢ yiikiin, N(2b,b,b) noktasinda
meydana getirdigi elektrik alan vektoriinii (E')) bulunuz.

Cozim: x, y, z eksenleri lizerindeki yiiklerin konum b ‘_Q
vektorleri sirastyla ’

T, =2b%, T,=by, T,=Db2Z -
'N(2b, b, b)

2  *

N noktasinim konum vektorii, o >
Ty = 2b% + by + b2 e
Buna gore mesafe vektorleri ve biiyiikliikleri sirasiyla
Ty—T,=by+bz - |Fy—T7, =bV2
Py—T,=2b%+b2 - |[Fy—T,|=bV5 ve Ty —T,=2bXx+by — |Py—T7, =bV5

Coulomb yasasmnin ayrik yiikler i¢in uygulanmastyla bileske elektrik alan sdyle bulunur:

1 {Q(?N —F) —Q(#y —-7,) , ~30Gy —?z)}

B 4'7-[‘90 |FN _Fxl3 |FN —Fy|3 |FN _le3

=l

E =

Q {by+b2 2b% + bz 32b52+by}_ Q {y+2 2%+ 2 252+y}
oV’ V8 (6vE) R

41e, " 4meyb?

F-—2 1 g.532 %4 (273/2-3.573/2) 3+ (273/2 - 573/2) 3
dmegh? | ————
—0,7155 0,0852 0,2641

Soru 4.2) Onceki soruda Q =3 X 107° C, b = 25 cm ise ve N(2b,b,b) noktasina Q' = 4 x 107¢ C yiik
yerlestirilirse, Q' tizerindeki kuvvet vektorii ve biiyiikliigii ne olur? &, = 8,854 x 1072 F/m
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Céziim: Kuvvet F = Q'E = E = 47f£Qb2 (=0,7155 % + 0,0852 5 + 0,2641 2)
0

_ (3%x107°0)(4x107°C)
~ 4m(8,854 x 10712 F/m)(0,25 m)?2

F = (—1,235% + 0,147 y+0,456Z) N - F = \/1,2352 + 0,1472 + 0,456%2 N = |[F = 1,324 N

(—=0,7155x + 0,0852 y + 0,2641 2)

Soru 4.3) Boslukta orijinde sabit tutulan g = 5 X 107° C yiikiiniin 2 m uzagmdaki ¢’ = 2 X 107 C yiikiinii,
orijine 1 m mesafeye, sabit hizla getirmek i¢in ' yiikii tizerinde yapilacak is ne kadardir?

p
%
Coziim: Ilgili tiim noktalarm x ekseni iizerinde oldugunu diisiinelim. A A7 o+ 9
Zaten ortamda bagka yiik olmadig1 i¢in hangi yonden yaklasildig, is x =0 % Z VP b
miktarin1 etkilemez. Is yapan dis kuvvet, q tarafindan q’ yiikiine ® F: = o >
uygulanan kuvvetin zit isaretlisi olmalidir (hiz1 degistirilmedigi q ais 9 F qq’
icin). Is (W) integralini x = 2’den x = 1’e alirsak diferansiyel yol
vektori her ne kadar sola yonelmis de olsa dl = dx® almmalidir.

/ lm 1 im d "1 1 / 1 1
= 2 qq = 2 qaq X qq qq9 < )
dis E Amreyx? x - f dis 4T, x2  4me, [x] om  4mg \1m  2m

x=2m x=2m
_ (56X 107°C)(2x107°C) 1 W =00449
~ 47m(8,854 x 10712 F/m) 2m =w=0 J
AY
Soru 4.4) y ekseni lizerine yerlestirilmis, d = 10 cm uzunlugunda bir gubugun q Q)QO E
iist ucunda ¢ = 5 X 107° C, alt ucunda - q yiikleri bulunmaktadir. Cubugun  d /2 N g & ~
tamamu iizerinde, xy diizleminde +x ekseni ile ¢ = 30° agili E = 0,22 V/m - Q= 30° X
siddetinde bir elektrik alan vardir. Cubuk {izerindeki torku hesaplayiniz. p >
Coziim: Elektrik dipol moment vektdri p = qdy , E = E cos X+ Esingy —d_/qz ®
ve tork T = P X E = pE sina (—2)
T =—(5x107°C)(0,10 m)(0,22 V/m)sin 60°2 = [(=9,53 x 10" Nm)z = T
Yani tork, cubugu sekle gore saat yoniinde dondiirmeye ¢aligmaktadir.
Soru 4.5) z ekseni iizerine orijini ortalayarak yerlestirilmis p = qdZ AZ Ny (r,0.9)
elektrik dipoliiniin, r >> d noktalarinda olusturdugu elektrik alan, P E
kiiresel koordinatlarda s6yle bulunmustu: d/q ® ',»;”
2 AT

— p ~ i —_~ 9,"” X

E = pr— (Zcos 071 +sinf 0) I—)» I‘\ >
Bu elektrik alanin a) solenoid b) irrotasyonel (korunumlu) oldugunu —-q ®
gosteriniz. (COoziim size birakildi.) —d/2

Soru 4.6) y ekseni boyunca, bir ucu orijinde olan b uzunlugunda ince bir cubuk iizerinde Q elektrik yiikii diizgiin
dagilmistir. Bu ¢ubugun, x ekseni lizerinde x = a noktasinda olusturdugu elektrik alan vektoriinii bulunuz.

Cozim: Cizgisel yik yogunlugu dq/dy = p, = Q/b
11



Cubugun orijinden y uzakliktaki sonsuz kiigiik parcasinin yiikii, y
sorulan noktaya uzaklig1 ve o parca i¢in 8 agis1 sirasiyla: y=h

dg=pdy, r=4a*+y?, pB=tan"'(y/a)

Bu parcanin o noktadaki elektrik alana sonsuz kiiciik katkisi, xy

diizleminde ¢ = —a yOniinde, biiyiikliigii ise
d d dq = pydy
dE = a _ P, Y y B
Amtegr?  4me, a® + y? S~ T
ar PT
x ve y bilesenleri ise sirastyla 5 Frm~ x\ rrrrrrr 7y
*RE
dE, = dE cosf , dE, = —dE sinf8 dE,
8 a a in B y y
cosff =—=— , sinfl === ———
T /aZ + yZ T /aZ + yZ
Buna gore E, ve E,, degerlerini y = 0°dan b’ye integralle buluruz:
b b
P f ady po__¢ f ydy
¥ 4megh ) (a% +y?2)32 7 Y 4megb ) (a? + y?2)3/2
y=0 y=0
Her iki integralde de y = a tan f doniisiimii yapabiliriz ve buradaki  gergekten de sekilde gosterilen £ olur.
b tan"1(b/a)
a’ +y? = a—Z dy = Ldﬁ ve f — f
Y ~ cos2f ' y_coszﬁ
y=0 £=0
tan~1(b/a) 5 5 tan~1(b/a) 5 5
a“/cos a“ tan 8/cos
PRI B L Bleos’p
Atteyb a®/cos3 B 41teyb a®/cos?® B
p=0 B=0
tan~1(b/a) tan"1(b/a)
E, = ¢ f cospdf , E, =— ¢ sinf dp
X 4megba Y Amtegba
B=0 B=0
_ . tan~1(b/a) _ Q tan~1(b/a)
= ) E, = — —
X 4meyba [sin flo Y 4meyba [=cosflo
Ust smirlarda
sin(tan™1(b/a)) = sin Bpax = b/Tmax = b/ a? + b?
cos(tan1(b/a)) = coS Brmax = A/Tmax = a/+ a? + b?
oldugundan,
PR SRS B
* " 4meoba gz +pz Y 4mesba VaZ + b2
- Q - Q a 7.
E = x— 1———=|y
Amegava? + b? 4meoba va? + b?

Soru 4.7) Benzer soruyu ¢ubugun y ekseni iizerinde orijini ortalayarak konumlandigi durum i¢in hesaplayniz.
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o o Q 1 . . _
(Cozlim size birakildi. Cevap: E, = P Y Y ve simetriden dolay1 E;, = 0.

Soru 4.8) xy diizleminde orijin merkezli, +x ekseniyle bir ucu
a bir ucu f agilariyla asagida konumlanmis (f — a yay acil),
R yarigapli ince bir ¢ember parcasi iizerindeki toplam yiik Q
olduguna gore, bu parganin orijinde meydana getirdigi elektrik

alan vektoriinii (E')) bulunuz.

e . - < —__Q
Cozim: Cizgisel yiik yogunlugu p, = R(B-a)
d Rd
dE = = P20
4megR?  4meyR?
«Pq.}’

x ve y bilesenleri ise sirastyla
dE, = dE cos(m —y) = —dEcosy , dE, =dE sin(m —y) = dE siny

Dikkat, sekle gore a ile § agilar1 90°’den biiyiik oldugu i¢in, bu sinirlar arasindaki y i¢in — cosy > 0 olur.

E, 47r£0 f —cosydy E, = 47r oR f siny dy
Y=« Y=«
_ ; B — B
X 4megR [=sinyle by = 4megR [=cosyla
E, = 471[:0R (sina —sinp) E, = 47:;0R (cosa — cosp)
Q

E = { (sina —sin) X+ (cosa — cosB)y }

4mte,R?*(B — @)

Soru 4.9) xy diizleminde ylizeysel yiik yogunlugu sabit p; = o ise, bu diizlemsel yiikk dagilimmin z ekseni
iizerinde meydana getirdigi elektrik alan siddetini bulunuz. (p; ile p’yu karistirmayalim. Bu yiizden pg sembolii
yerine o karsiligini yazalim ve silindirik koordinatlar1 kullanalim.)

odS  opdedp

dE = =
Amtear?  4mey(z? + p?)

Her yonden bileskede, simetri nedeniyle sadece Z bileseni bulunur.

opdedp
41tey(z? + p?)

z>0 = dE, =dEcosp = cosf

p=ztanB - dp=zsec?pdp

r2 =224 p? =z%sec? B

T/2 2m ﬁ J ) ﬁ dﬁ T/2 2m
oZtan @ Zsec o
f f Ameyz? sec? cosff = f f 41, sinfp dp dff
L=0 ¢=0 L=0 ¢=0
/2 /2
o
E, = f . smﬁ[ 127 dp = f —smﬁdﬁ— [ cosﬁ]"/zzg
520 €o — Eo——F—— 0
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Bu z > 0 i¢in bulundu. z < 0 bolgesinde elektrik alanin tersi yonde, yani agagi dogru bulunacagi agiktir.

O- ~ -
EZ z > 0ise
E = 3 A (yalniz z ekseni tizerinde)
——2Zz z<QO0ise
2¢,

Bu soru Gauss yontemiyle ¢cok daha kolay yapilabilmektedir. Derste anlatilmistir. Sabit yiizeysel yogunluklu, her
yonden sonsuz genislikte diizlemsel yiik dagiliminin olusturdugu elektrik alan, diizlemden uzakliga gore
degismemektedir.

Soru 4.10) Soru 4.9°daki ylizeysel yiik yogunlugu sabit degil de py = olsaydi, z ekseni iizerinde sadece

ob
Jb2ip?

z = b noktasindaki elektrik alan ne olurdu?

e . _ . b _ ; . ; .
Cozliim: Benzer islemlerle ve z = b yerine yazilarak, oot cos 8 bulunurdu. Boylece integral 6ncesi
T/2 2m
ocosf .
E, = pr, sinfdedp
L=0 =0

ve yine benzer iglemlerle ¢’ye gore integral alindiktan sonra sdyle bulunurdu:

/2

E_a f ) d o
Z 7 2, sirj_@__/cosﬁ ﬁ_ZSO

4g,
p=0 uolsun duolur

N——

sin? B S
2
0
1/2

- 0
E = Eﬁ (yalmz x = 0,y = 0,z = b noktasinda)
0

Soru 4.11) Orijin merkezli, i¢i oyuk bir kiirenin
hacimsel yiik dagilim1 soyledir:

0 r<aise
py =3cr a<r <bise
0 r > bise

Bu kiirenin, icte (oyukta), ortada ve dista meydana
getirdigi elektrik alanlar1 Gauss yontemiyle ayri ayri
bulunuz.

Coziim: Simetriden dolayr sekildeki tiim vektorler 7
yoniindedir. Bu yiizden vektorel ¢arpimlar skaler carpima
esit olur. Gauss yiizeyi olarak alman Sic, Sprtq, V€ Sgs

kiiresel kabuklarmmin yarigaplar1 r degiskeni olsun. Belirli
bir r icin elektrik alan vektori, simetriden dolayi sabittir.

r<aigin: Q;c =0

_zozfﬁig.dgiszig dSi(;:Ei(; :0

bt
Si(; Si(; sabit Si(;

f dSi(; = Eig47TT2 =0 - Ei(;

14



a < r < b icin: Belirli bir r yarigapl kiire i¢inde kalan elektrik yiikii  *nin bir fonksiyonudur. Bunu r yarigaplh
dr kalinliginda kiiresel kabuk iizerindeki sonsuz kiiciik yiikiin belirsiz integralini alarak bulalim.

Qorea(r) = f py 4nr?dr = f 4mcer3dr = mer* + integral sabiti

cr

r = a ’da Q,,¢q(a) = 0 oldugundan, integral sabiti = —mca* bulunur. Qo (r) = mc(r* — a*)

Qorta(r) . T[C(T4 - a4)

&o &o

= f Eorta” dsig = f Eorta ASorta = Eorta f ASorta = Eorta‘l'ﬂr2

Sorta Sorta sabit Sig

c(r* —a*)

Eorta den12
0

r > b igin: Qg5 = mc(b* — a*) (Dikkat, disaridaki yiik degil, S5 kiiresel yiizeyi i¢indeki toplam yiik)

les _ T[C(b4 - a4)

= f Edl$ ! dsdl$ = f Edl$ del$ = Edl$ f del$ = Edl$4nr2
——

€o €o
Sdls Sdls sabit Sdls
c(b* —a*)
EdlS = 4e 12
&oT
( 0 r<a
[c(r* —a*) _ Z
- r as<r<b I i
E = 4eyr?
| c(b* —a*) -
4eyr? r
Soru 4.12) z eksenli ve her iki yonde F sonsuza Ih- -_1 -
kadar uzanan a yarigaplh silindirik bir bolgede |- ______ . : d§
. . 9 - . e yan
hacimsel yiik yogunlugu degisken ve silindirik 1 [ =,
koordinatlarda p, = cp? olduguna gore, bu yiik : I Ed
dagilimmin olusturdugu elektrik alani, bolge | s ~ ——— : 13
icinde ve disinda ayr1 ayr1 bulunuz. e | e s Sd1$

dga]t i

py|=cp

Coziim: Gauss yasasini kullanalim. Icte ve dista ayr1 ayri,
ekseni z ekseni olan, p yarigapl (icte p < a, dista p = a), P

h yiiksekliginde silindir ylizeyini Gauss yiizeyi olarak ' :L :
secelim (Belirli bir Gauss ylizeyi i¢in p sabit, ama sonugcta I I

degiskenimiz p olacagi i¢in S;. ve Sy, yarigaplarini ayni p ! I

semboliiyle gosterdik). S;. i¢indeki toplam yiik, dV sonsuz kiigiik hacmini sonsuz kiigiik dp kalmhiginda p
yarigapl bir silindir kabugunun hacmi alarak belirsiz integralle bulalim ve integral sabitini belirleyelim:

mhc
Qic = fdeV = f py h2mpdp = 2nhcfp3dp = Tp”‘ + integral sabiti

cp? av yerine

Silindir p = 0 yarigapli olursa i¢indeki toplam yiik sifir olacagmdan, yukaridaki integral sabiti de sifir olur.

15



Qo _mhe , _

§£Eig'd5= fEig'dSﬁst+ fEig-dSalt+ fEig-dSyan
& 2¢

Si¢ st 0 alt 0 yan E;idSyan

olur, ¢linkii simetriden dolay1 elektrik alanin @ ve Z bilesenleri olamaz, sadece p bileseni olabilir, o da dg)ﬁst ve
d?alt vektorlerine dik, dg)yan vektoriine paraleldir. Ayrica yine simetriden dolay1 yan yiiz boyunca Ej, buytkligi
de sabittir. Dolayisiyla,

mhc
2¢,

(o
4= Ei f dSyan = Ei(;Syan = EIQZT[ph - Ei(; = _45 3
0

yan

Sais i¢indeki toplam yik ise Q;. = "Thcp”‘ formiiliinde p = a konularak bulunur, ¢linkii p > a bdlgesinde yiik
yogunlugu sifir olup Gauss yiizeyi silindir i¢indeki toplam yiike ekleme olmaz. Elektrik alan disarida da
simetriden dolay1 yalnizca p bilesenlidir, ve dS vektorleri de Si¢ yiizeyi lizerindekine benzer yonlii oldugundan:

—a*= § Edl$ dS = f Edl$ *dSse + f Edl$ “dSg + f Edl$ ! dsyan
} —_—— —_—— —_—

Sdis st 0 alt 0 yan  Eq;3dSyan

Yine simetriden dolay1 yan yiiz boyunca Eg,s bilytikligii de sabittir. Dolayisiyla,

mwhea* ca*
280 = Edl$ f dSyan = Edlssyan = Ed1$27'[ph - Edl$ = 4509
yan
O 4%)[)3?) p<a
k4£0pp p=a

Dikkat: p > a bolgesinden bakildiginda, birim uzunluktaki yiik A = "Thc a*- % = % a* =gizgisel yiik yogunlugu

gibi diisiiniiliirse,
ca* A

- 4eop - 2megp

Edl$

bulunur ki bu derste bulunan sonsuz uzunlukta, sabit ¢izgisel yiikk yogunlugundaki diiz ¢ubugun, p uzaklikta
meydana getirdigi elektrik alan siddeti ile aynidir.

Soru 4.13) L uzunlugunda, a yarigapl bir silindirin taban1 z = 0 diizleminde ve ekseni z 3
ekseni ile cakisik olup, hacimsel yiik yogunlugu py, sabittir. Bu silindirin, icte ve dista
meydana getirdigi elektrik alani, yalnizca z ekseni lizerinde bulunuz.

Coziim: Silindirin sonsuz kiigiikk dh kalnhginda bir katmanmm, p yarigaplh ve dp |
kalinliginda bir halkasinin, ¢ acisal konumunda d¢ yay1 kadarlik bir pargasinin, katman
ortasindan b yiliksekliginde bir noktada meydana getirdigi elektrik alanin Z bilesenini

bulalim. Ciinkii simetriden dolay1 bileske yalniz Z yoniinde olacaktir. (Bir sonraki sekil, | | '(_J i
@ agisinin daha kolay yorumlanabilmesi i¢in z = 0’daki katman i¢in ¢izilmistir.) <~
dE, = ﬂcos = pvpdpdpdh cos

2 4megr? 41ty (b? + p?)
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p = btan B oldugundan, dp = bsec* BdB ve b?+ p? =b%sec’p

pybtan B do bsec? B dpdh _ pvsinBdedfdh
4meyb? sec? B cosp = 41e,

dE, =

p = 0 ve p = a smirlarinda sirastyla f = 0 ve § = tan~*(a/b)
olacagmdan, h < b kalmhiginda bir silindirin, ekseni iizerinde,
tabanindan b kadar yiiksekte bir noktada meydana getirdigi
elektrik alan siddeti

= pdedpdh

X

an~'(a/b) 2m dh
_ f f f py sin § dedfdh
B 4me,
B=0 ®=0

Burada h’a gore integrali belirsiz alacagiz, ¢iinkii zaten h yliksekligine kadar silindir i¢in integral aliniyor. (Ayni
sembolil kullanmaya devam edecegimiz i¢in belirsiz integral tercih edildi.)

n~1(a/b) tan~(a/b)
— 21T — 14 .
E=E, 4715(,[ f sinf [ ] dBdh = Sof f sin 8 dBdh
B=0
=P [ cos B Hasm) gy = PV f (1 — L) dh = p—V<1 — L) h + integral sabiti
2¢ 2¢&9 Vb? + a? 2¢&9 Vb? + a?

1—cos(tan~1(a/b))

Burada cos(tan~1(a/b)) hesabmi, sekildeki f agismm p = a durumundaki degeri olarak bulduk. h = 0 olsa,
iretilen elektrik alan siddeti de sifir olacagindan, yukaridaki integral sabitinin sifir oldugu anlagilir.

Pv b
E=—(1—-—=|h
2¢ Vb? + a?

Bu formiil, z ekseni {izerinde bir z > L noktasi i¢in kullanilirken,
h = L ve b = z yazilarak kullanilabilir. Kolayca goriilebilecegi gibi

E =p—V<1—L)L
28 Vz? + a?

Silindirin altinda (z < 0) eksen {izerinde bir nokta i¢in ise ayn1 formiilde - z’yi b — L yerine
kullanarak, yani b = L — z yazarak buldugumuz sonucu (—2) yoniinde kullaniriz.

_ Py B L—2z
E,=— 280(1 m)L (z<0)

(Isaretiyle aldigimiz igin E, dedik, biiyiikliik anlammda E demedik.)

(z=1L)

Ama silindir icinde (0 < z < L) eksen iizerinde bir nokta i¢in, h’a bagli buldugumuz formiil ile 6nce z noktasinin
altinda kalan parcasinin elektrik alanin1 b = h = z yazarak yukari dogru (Ealt), sonra z noktasmin {istiinde kalan
parcasinin elektrik alanin1 da b = h = L — z yazarak asagi1 dogru (Eﬁst) bulur, alttakinin alanindan isttekinin

alanini ¢ikartarak hesaplayabiliriz. Sonugta: /L
( L—z -

pV<1_ )Lﬁ z <0 ise \__:/
2& (L —2)% + a? 5 IEa]t
E={v L—2" z? S
E:{pv< ( ) +2Z—L——>2 0<z<L ise _._£;_
2¢, (L —2)% + a? VZ2 + a2 Eust
Pv <1 Z )LA _— -
B e Rk z>1L ise :

—————
= -




